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Ueber Invariantensysteme, welche zur Charakteri- 
sirung der verschiedenen Klassen bilinearer 
Formen dienen. 


(Von Herrn H. Rosenow.) 


In einer für die Theorie der bilinearen Formen grundlegenden 
Arbeit*) hat Herr Kronecker ein vollständiges und auf alle bilinearen For- 
men von beliebig vielen Variabelnpaaren anwendbares Verfahren entwickelt, 
um durch congruente 'T'ransformationen der beiden Variabelnsysteme, d.h. 
solche, bei denen die Substitutionscoeffieienten für beide Reihen correspon- 
dirender Variabeln identisch sind, jede bilineare Form in ein Aggregat von 
„elementaren Formen“ überzuführen, weiche die Eigenschaft haben, dass 
die in einer Form auftretenden Variabeln ihr ausschliesslich angehören, also 
in keiner andern Form vorkommen, und dass sie selbst sich nicht weiter 
zerlegen lassen. Jede dieser elementaren Formen ist durch eine ganze 


Zahl, ihre Invariante, charakterisirt, welche gleich der Anzahl der in ihr 


auftretenden Variabelnpaare ist; wobei es nicht überflüssig erscheint, be- 
sonders zu betonen, dass das in Betracht kommende System der beiden 
Reihen entsprechender Variabeln stets als ein vollständiges anzusehen ist, 
auch wenn eine der beiden zusammengehörigen Variabeln in der Form gar 
nieht vorkommt. Indem nun irgend eine zu Grunde gelerte bilineare Form 
von » Variabelnpaaren in eine Summe von bestimmten elementaren Formen, 
d.i. in ihre „kanonische‘“ oder „redueirte Form“ oder ihre „Normalform“ 
übergeht, gehört ihr ein bestimmtes, aus den Invarianten der einzelnen 
Elementarformen zusammengesetztes „Invariantensystem“ zu, welches ihr 
mit allen äquivalenten Formen, d. h. allen denjenigen, in die sie dureh 
congruente Substitutionen von nicht verschwindender Determinante sich über- 


*) Kronecker, Ueber die congruenten Transformationen der bilinearen Formen. Mo- 
natsbericht der Königl. Akademie der Wissenschaften zu Berlin vom April 174. 
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führen lässt, gemeinsam ist, und welches demnach eine ganze „Klasse“ von 
bilinearen Formen kennzeichnet. 

Die Summe der dieses „Kroneckersche Invariantensystem einer Klasse 
von bilinearen Formen“ ausmachenden Zahlen ist stets gleich der Anzahl 
der Variabelnpaare der zu Grunde liegenden Form. Bildet man daher alle 
möglichen Combinationen der Invarianten elementarer Formenklassen zur 
Summe z, so erhält man dadurch 

1) die Anzahl aller möglichen Klassen bilinearer Formen von n 
Variabelnpaaren, 

2) die diese einzelnen Klassen charakterisirenden Invarianten- 
systeme, und 

3) die Normalform einer jeden Klasse, auf welche sich alle ihr an- 
gehörigen äquivalenten Formen durch congruente Transformationen der 
Variabeln überführen lassen. 

Eine diese drei Punkte umfassende Zusammenstellung soll für die 
bilinearen Formen von »=1,2, 3, 4 Variabelnpaaren gegeben und dann ge- 
zeigt werden, wie jede folgende Gruppe sich aus den vorhergehenden aufbaut. 

Der besondere Charakter dieser aus grössten gemeinsamen Theilern 
von Functionen der zu Grunde liegenden Elemente hergeleiteten Invarianten, 
in denen auch die für die T'heorie der Schaaren quadratischer und bilinearer 
Formen fundamentalen „Elementartheiler“ des Herrn Weierstrass enthalten 
sind, ist von Herrn Kronecker an verschiedenen Stellen *) nachdrücklich 
betont worden, und es drängt sich die Frage auf, ob nicht auch |literale, 
aus den Üoeffieienten der zu Grunde liegenden Form in bestimmter Weise 
zusammengesetzte Bildungen hergestellt werden können, welche ebenfalls 
geeignet sind, die sämmtlichen Klassen bilinearer Formen einer bestimmten 
Anzahl von Variabelnpaaren zu charakterisiren. Solche Bildungen würden 
sich den von Sylvester in die Mathematik eingeführten, besonders von Clebsch 
und vielen Anderen weiter ausgebildeten und zumeist für die Behandlung 
geometrischer Probleme verwertheten Invarianten algebraischen Charakters 
anreihen. 

Diese Frage kann nun in der That bejaht werden. Schon Herr 
Christoffel hat in seiner Arbeit über die Theorie der bilinearen Funetionen **) 


*) Monatsber. der Kgl. Akad. der Wiss. zu Berlin vom Januar 1574 S. 4, März 1874 
S.30 u. 49, April 1874 S. 50, 51 der Separatabdrücke. 


*“) Christoffel, Theorie der bilinearen Functionen. Dieses Journal Bd. 68 S. 253. 
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eine Methode angegeben, um ein aus Invarianten, Covarianten und zuge- 
hörigen Formen bestehendes vollständiges Invariantensystem einer bilinearen 
Form von » Variabelnpaaren in geschlossenen Ausdrücken aufzustellen, aber 
dieselben sind bisher noch nicht dazu verwerthet worden, um darauf eine er- 
schöpfende Klassifizirung der bilinearen Formen einer bestimmten Anzahl 
von Variabelnpaaren zu begründen. 

Es soll daher eine Gegenüberstellung der beiden Arten von In- 
variantensystemen zunächst für die Klassen bilinearer Formen von 3 Va- 
riabelnpaaren in tabellarischer Uebersicht gegeben werden, eine eingehende 
Behandlung der einzelnen Fälle aber einer besonderen Arbeit überlassen 


bleiben. 


I. 
Die Kroneckerschen Invariantensysteme. 
1. Die das Invariantensystem einer bilinearen Form von n» Variabeln- 
paaren 


f ee <A.E,Yı (i, & a sn 
1, 


bildenden Invarianten n}, n{*’, „{”, ni” werden aus der, eine ganze homo- 
gene symmetrische Funetion »ten Grades in « und e darstellenden Deter- 
minante 

D = |ua,+va,| EEE RE 
der zugehörigen Schaar mit transponirten (eonjugirten) Grundformen uf+vf' 
folgendermassen hergeleitet *): 

A) Verschwindet die Determinante der Formenschaar nebst allen 
Unterdeterminanten (a—1)ter, ... (a—(u—1))ter Ordnung, und bestehen dem- 
nach zwischen den nach den Variabeln x,, z;, ... z,, bez. yı. Ya, ... Y. ge- 
nommenen partiellen Ableitungen von af-+vef' u von einander unabhängige, 
lineare Relationen, deren Coefficienten ganze, homogene Funetionen von u 


und » sind und auf die möglichst niedrigen Grade m’, m‘, m’, ... m“ in 
den # und ® sich zurückführen lassen, so giebt es « Invarianten 
N, = >m" 11 (kon, n—l, ... n—(u—1)), 


welche in eine Reihe 


N,+17 Myr2, ++» N„—ı, Mn (=n-u) 


*) Kronecker, Ueber die congruenten Transformationen etc. $ 3. 
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so angeordnet werden sollen, dass jede folgende Zahl nicht kleiner ist als 
die vorhergehende. 

B) Ist wenigstens eine der Unterdeterminanten (a—u)ter Ordnung 
von Null verschieden, und verschwinden demnach. auch die Unterdetermi- 
nanten von der Ordnung (r—u—1), ... 2, 1 nicht sämmtlich, so muss jede 
dieser a— u = v Reihen von Unterdeterminanten einen grössten gemeinsamen 
Theiler 

P, 
haben, der natürlich auch gleich Eins sein kann. 

Die P, sind ganze homogene Functionen in « und v von absteigen- 
dem Grade; jedes P, ist durch P,,, theilbar, und setzt man 


P, u O,.P,r; 


(s= u, u+l, ...n—1) 


so ergiebt sich: 
Pr = 0 Air dr Q G=W utl,...n-1), 
Somit erhält man eine Reihe von n—u=»v ebenfalls ganzen homogenen 
Funetionen Q,, von denen wiederum jede durch die folgende theilbar ist. 
Die Functionen P, und Q,, welche bei jeder linearen Transformation 
der Formenschaar af+vf' bis auf constante Factoren ungeändert bleiben, 
bestehen aus Linearfactoren von dreierlei Beschaffenheit: 


dem Factor u+», 
dem Factor u-v, 
und Factoren (w— vu). (uu?— ve”), 


welche bez. auftreten, wenn P, für die Werthe: 


u u u u“) . u o(*) 
or — 4. — — ı — NEO EEUG SEEN ET EREE  L (2) — (x) 
+ L. z b. } so und z on Wo ) 





verschwindet. 
Bezeichnet man nun die Reihe der charakteristischen Functionen P, 

und Q, durch 

Pa und 0,_, (A=v,v-1,..2 1), 
so sollen unter den Invarianten 

u ey 
die Exponenten der in Q,_, vorkommenden Factoren 

u+v, u—v, (u? —vu”). (uu’— vo”) 

verstanden werden, welche Exponenten natürlich auch Null sein können; 
sie sind demnach zugleich die Zahlen, welche angeben, wievielmal die 
genannten Faectoren in P,_, öfter vorkommen als in P,_.,., so dass die 
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Gleichung besteht: 


(+) 


N, ni) (x) GN (ara) GN = 
=(Q,.= (uto) " .(u-e) . I1|(w u) (ur), 
% 


P, —h 


P.—r+1 





in welcher der Index (z) sich auf alle unter einander und von +1 ver- 


: VERS u u 1 A 2 
schiedenen Werthverhältnisse von — = w und — = bezieht, wofür 


die Function P, bez. Q, verschwindet. 

Die Zahlen n{*’, ni” und x{” bilden für A=1, 2,... v eine auf- 
steigende Reihe, derart dass jede folgende nicht kleiner ist als jede vor- 
hergehende. 

Da nun jede Zahl n", n‘*), „n‘” und n‘” eine bestimmte elementare 
Form charakterisirt*), wobei zu bemerken ist, 

1) dass jede Invariante »,= 1 die Anzahl der in der redueirten 
Form auftretenden Variabelnpaare um ein Paar verringert, 

2) dass mit jeder geraden Zahl »;*’ eine zweite gleich grosse n;}}, 
mit jeder ungeraden Zahl »/? eine zweite gleich grosse »,_} verbunden 
sein muss, 
so erkennt man leicht, — und die folgende Zusammenstellung wird es klar 
darthun —, wie durch methodische Aufstellung der Invariantensysteme für 
die bilinearen Formen von » Variabelnpaaren die in der Einleitung her- 
vorgehobenen drei Punkte ihre unmittelbare und gleichzeitige Erledigung 
finden. 

2. Die soeben kurz zusammengefassten, in der genannten Arbeit 
des Herrn Kronecker näher begründeten allgemeinen Ergebnisse der Ent- 
wickelung der Invariantensysteme bilinearer Formen von » Variabelnpaaren 
liefern, auf die Formen von» =1, 2, 3 und 4 Variabelnpaaren angewendet, 
folgende Resultate. 


Im Falle »= 1 gehört die einzige reducirte Form x,y, zu der In- 
variante »/*’=1, und ihre charakteristischen Funetionen sind P,=u+e, 
Q,=P, Die der Invariante ») = 1 entsprechende bilineare Form ist eine 
identisch verschwindende. 


*) Vgl. Kronecker, a. a. 0. die Tabelle in $ 3, Art. III, S. 46 der Separatab- 
drücke. 
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Im Falle a=2 lauten die Invariantensysteme der einzelnen Klassen: 


a u=(,v=2: m m 


1) 00 2)00 3)00 400 








n\+?’n‘t) 00 00 00 11 
Ins) 00 02 11 00 E, 
nn, 01 00 00 00, 4 
b) u=1,v=1: &ı m; 5)01 | 1 
n‘*) 1 | 
n\) 0 \ 
N, 0, | 
c)u=23, v=0: m m 6) 11. 
Die Klassen 1) bis 4) umfassen die eigentlichen bilinearen Formen von zwei % 
Variabelnpaaren, die Klasse 5) enthält diejenigen, welche sich durch con- j 


eruente Substitution auf ein Variabelnpaar redueiren lassen, und die Klasse » 
6) die identisch verschwindenden. 4 








Die Normalformen, die Determinanten der zugehörigen Schaaren und 2 

die charakteristischen Funetionen sind: N 
4 

' 3 

1) zuYyıtWw Yo a 
0 u+wv 

D=| | =—-(a+wv)(wutr); o=—-D, P=1; Q=P,, 9, =1. 4 
wutr „VO ı| h 

u 

2) CuYot 7 Yu — Tui: . 
u+v —(u-o) R Hl 

— | = (u—v)‘; P,=D, P, — 1; Q, = Po, Q, =1. -' 
u—Dv 0 | a 
. er 
3) TıYı —zT, Yı- Fi 
v ud i 4 

D — ı — (u—v)'; P,= D, P, =u—d, Q,=u-v, 0, = U—V. a 
—(a—v) 0 \ 

Die zu Grunde liegende Form ist eine alternirende. s 
4) Toyu - I, Yı- s 
r* 
ur 0| ; ji 
D= '=(u+v); P,=D, P,=ut+trv; Q,=utr, Q,=uHte. Bi, 

0 u+e 
Die zu Grunde liegende Form ist eine symmetrische. MH 
Be 
9) ZuYo- Ri. | 
uro 0, ® 

— u — ' ® PB a 

D= 0 N =0; P,=u+4v; Q,=ute. Ri 
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| 6) 0. 
E' 00 
=| |=0. 
0.0 
Im Falle »= 3 lauten die Invariantensysteme der einzelnen Klassen: 


a) u=(0, v=3: m m 5 1)000 2000 H)000 4000 H000 
"Inn 001 001 001 003 111 


e. 


ei 








n Inn? 000 002 011 000 000 

I "u m" 001 000 000 000 00 
| b) u=1,v=2: m m u 6)0053 7)001 9001 W001 10)001 
ii nı'’n‘* 00 00 00 00 11 
nn. 00 00 02 1] 00 
jr n: N, 00 0] 00 VO VO 
Hi co) u=2, v=1: sn m ;1l)011 

H ni 1 

n\ 0 

i n, 0 

! d)u=3v=0: m" m" m12)111. 
in Die Klassen 1) bis 6) umfassen die eigentlichen bilinearen Formen von 


drei Variabelnpaaren, die Klassen 7) bis 10) enthalten diejenigen, welche 
sich durch eongruente Transformation auf zwei Variabelnpaare, die Klasse 
11) diejenigen, welche sich auf ein Variabelnpaar reduciren lassen, und die 
Klasse 12) die identisch verschwindenden. 

| Unter den eigentlichen bilinearen Formen von 3 Variabelnpaaren 
4 sind die der Klasse 6) angehörigen dadurch bemerkenswerth, dass sie sich 
durch congruente Transformation der Variabeln nicht auf Formen von weniger 





als drei Paar correspondirender Variabeln zurückführen lassen, obgleich die 
Determinante der zugehörigen Formenschaar identisch verschwindet. 

Die Normalformen, die Determinanten der zugehörigen Schaaren 
und die charakteristischen Functionen sind: 


1) Euyo+(zıY: no. w X, Y,). 





u-+-v 0 We: 
Be, D — (0 ( ut’) = — (u+v)(u+ we)(w u fi. v): 
| 0 wutv 6 | 





1 Be Bei Ar Geh el 0=1 
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2) zoYo+ (Fıyıt Deyı—Tio). 
u+v 0 u 1 
D=| 0 ut+v —(u-v)| = (utv)(u—v); 
0 u—v 0 
P,=D, P,=1, P.=1; Q=P, A=1, G=l 
3) Tuyot Eye Trfı). 








u+v 0 0 
D— | 0 0 war = (u+vp)(uw—v)'; 
| 0 °-a) U | 


P,=D, P,=u-v, P,=1; Q,= (utv)(u-v), Q, =u-v, Q,=1. F 
4) ya trY—LoYyıt yıt X Yo. 4 
ut+e —(u-v)) 0 
D= a 0 ute' = —(u+v)’; 
0 ut 0 
P,=-D, P,=-1l Ash GP, eh Q=1 
5). Eu Yo tr Yyıt Cr. 





rs 0 0 | 
D=|0 ut 0 ,=(uto) 
| 0 0 ute! 


P,=D, Pı=(u+v), P.=(u+4+v);; Q)=utr, Q=u4v, Q=ute. 
Die zu Grunde liegende Form ist eine symmetrische. 
6) Cu Yıt XıYe 


0 u 0 
Dee dt Je Asl, Aa hr ei 
0e.0 


Die Normalformen der Klassen 7) bis 10) sind mit den von zwei Variabeln- 
paaren identisch, während die Normalform für die Klasse 11) mit der von 
einem Variabelnpaar übereinstimmt. 


Im Falle a= 4 lauten die Invariantensysteme der einzelnen Klassen: 
a) u=0,v=-4: mm m m 1) 0000 20000 90000 

| nIaIrnr 0000 0000 0000 

nn ni ni” 0000 v000 0000 

nn mm n, 0001 0002 0011 

nn nm, n, 0001 0000 0000 
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y 











4) 0000 5,0000 60000 T)0000 0000 NO009 
0000 0000 0011 0000 00900 0000 
0002 0011 0000 0004 0022 0112 
0001 0001 0001 0000 0000 0000 
0000 0000 0000 0000 0000 0000 
10) 0000 11) 0000 12) 0000 13) 0000 19 0000 15) 0000 
0011 0000 0011 0013 0022 BES 
0002 3112 0011 0000 0000 0000 
0000 000 0000 0000 0000 0000 
A 0000 0000 000 0000 0000 0000 
4 b) u=1,v=3: mn m m n, 16) 0003 11) 0001 15) 0001 
Y nn nir 001 00] 001 
nn ’n\ 000 000 002 
i nn, nm, 000 001 000 
\ n nn 000 000 000 
19) 0001 20) 0001 21) 0001 
001 003 111 
011 OO OO 
OO OO 000 
VOV 000 000 
co) u=2, v=2 mn m m m 22) 0013 23) 0011 24) 0011 
n(’nir) 00 00 00 
nm ’ns 00 00 02 
n, N, 00 01 00 
n, 2, 00 00 00 
25) VO11 26)0011 
00 3 
11 00 
IV 00 
00 00 
d) ud, ,=1: mM m ss u 27) 0111 
n|*) 1 
n\ 0 
n, 0 
n. 0 
e) u=4,vr=0: ! m m m 28) 1111. 
Journal für Mathematik Bd. CVII. Heft 1. 2 





10 Rosenow, Invariantensysteme bei den bilinearen Formen. 


Es giebt sechzehn Klassen eigentlicher bilinearer Formen von vier 
Variabelnpaaren, die sich durch congruente Transformation der Variabeln 
nicht auf Formen von weniger als vier Paar correspondirender Variabeln 
zurückführen lassen: darunter eine — Klasse 16) — mit identisch ver- 
schwindender Determinante. 

Die Klassen 17), ... 22) führen auf Formen von drei Variabeln- 
paaren, die Klassen 23), ... 26) auf Formen von zwei, die Klasse 27) auf 
solche von einem Variabelnpaar, und die Formen der Klasse 28) ver- 
schwinden identisch. 


Die Normalformen, die Determinanten der zugehörigen Schaaren und 
die charakteristischen Funetionen sind: 


1) (yıt wir y)+ (zy+w"r;Y.). 


0 ut+rw'v 0 0 

oo 0 0 0 
rn rei 
ı 0 0 () utw v 

0 0 w utv 0 





= (u+wv)(wutv)u+w'e)(w'u+v); 
P,=B, P,=P,=P,=1; 0, = 0% 0,=0.= (0; = 1. 


2) zYyı tw ri y tr Yy.+ way, +29 + w'z;Y:. 


| 0 u+w'v 0 0 | 
| wu-trv 0 ut w'v 0 
— | = 4a :. 
Bu RR EC. 2 D/C 20): 
0 0 wutr 0 





P,=D, P,=PR,=-PA»1; Q,=Pı, 0,=- 9. = 9-1. 
3) (yıtwzy)t+tay+wzsY:). 


1: u+rwv 0 0 | 
Io'uto 0 0 0 | ac f 
Be 0 0 0 ut+w'v | ie ae 5 
0 0 wu-tv 0 | 


P,=D, P,=(utwv)(wu+), PR=P,=1; 
Q,= 0, =(utwe)wutr), Q=0;=1. 


ee a ei ing 
[22 5 LEE A Ir 
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4) (zuY0+ 2, Yo —ToYı) +(2; Y; + Wr; Y,). 


ut+v —(u—) 0 0 
p u-o 0 0 0 uw) i 
= | ‚,=—-(u-v)(utwe)(wu+tv); 
| 0 0 0 ut w v P u 


0 0 wu+tv 0 
P,=-D, PR =PR,=P,=1; 0 = 0, == G,=>Q,=1. 
5) (zYı —-EıY)+ (Ry + Ww'rzY;). 


| ( uU— 0 ( 
D -(u—v) 0 0 0 927 ! ) ! \ 
Fr | ‚= —(u-v)(utwe)wu+v): 
0 0 0 ut vo ce i 


0 0 wut® 0 
PR=-D, PA=uı-, P=P,=1; 
Qu, = (u-v)utwv)wutr, Q,=u-r, 0=0;=1. 
6) yutryıt (ayt+wrsY.). 
u+v 0 0 0 


D | 0 u+v 0 V / 2 / 
.- ‚I=—(uto)(utwev)(wu+te): 
0 0 0 utw'v ; 2. = | 


ı 0 0  wuto v 
RH=—D P,=u4e, PR=P,=1; 
0, = (utv)(utwr)(wutr, QO,=utr, 9=0,=1. 
) vYytrrYy—nyıtRyıt Try try — ray. 
ua+v —(u-v) 0 0 


uU— © 0 u+®v 0 
D= | i '=(u-ov)'; 
Ö u+% 0 —(u-r) 
0 0 u— dv 0 


n=D P,=P,=P,=1 Q=(Ww-1), ,=-09.=0;,=1l. 
8) (Yo t Ey —-Yyı)t (Rey + 23Y2— 95). 
|ua+v —(u—r) 0 0 
u—v 0 0 0 
D=| i 
| 0 0 utr —(u—r, 
| 0 0 u—v 0 


P,=D, P,=(u-v), PR,=P;=1; Q,=(u-o), Q, = (u-—v), =0,=1. 


x 


BEN a 
= (u—P) “ 


.) x 
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I) (Yu try —-LY) ty — Lay). 


u+v —(u—v) 0 N 

U—v 0 0 0 - 

ac 0 0 0 ER im, u) 
0 0 -(u—e) 0 


P,=D, P,=(uw-v), P,=u-r,, P,=1; =), Q=-Q9=um, Q=1. 


10) ay ta yı tat —Y5)- 


u-+v 0 0 N) 
0 u+v 0 0 | ö i 
ir 0 0 a4v —(u-o) a 
1) 0 uU—v 0 | 


P,= D, P,=u+te, ra, =1; 
0, = (u+v)(u—v), Q,=utr, Q=0;=1. 
11) (2uYı Yo) + (Ya — EsYo)- 


Ö u—v 0 0 

—(u—t) 0 Ö a ER ei 

ae 0 0 0 u—v — 
0 0  -(u-) 0 


P,=D, P,=(uw-»), P,=(u-v), P,;,=u-07; = 0, = Q: = Q; = u-e. 


Die zu Grunde liegende Form ist eine alternirende. 


12) yo try ter). 


utv 0 0 0 
0 () auto ( ( BE A 
u 0 0 PER nd ich 


0 0  -(a-r) 0 
P,=D, P,=(u+v)wu—), R=P;=1; 
0, = Qı = (ute)a-r), QG=09=1. 
13) Yo t+ (a try Ey try + 8295). 
'u-+v 0 0 0 
0  aut+v —(u-) 0 i 
aa 0  a—v 0 ute dc 


0 0 u-+v 0 


P,=-D, P,=utv, PR,=P,=1; Q=(uto), Q,=u4o, Q,=0;=1. 
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« 


14) ayı tz ytrp af try tarsY.- 


0 ut ® 0 0 
uU V U— ( 
D = z — (u+v)*: 
v —(a—), 0 ud4e 
( 0 u-+® 0 
Pr,=BD P,=lu4to), R=-P,=1; =-Q9,=(u4t0), 9=0Q,=1. 
15) Tu Yu t Xi Yıt Ta TI3Yy 
u-+-® 0 0 0 
() u-tv () () 
D = — (u Ü r 
0 0 u+ ve Ü 
( () 0 u+% 


P,=D, P,=(utv)’), P,=(u4v), P,;,=(utr); Q,= 0, = 0, = 0, =ute. 


Alle symmetrischen Formen von vier Variabelnpaaren mit nicht verschwin- 
dender Determinante gehören dieser Klasse an. 
16) TuYyot (2 Ya -+ 22 Y5). 

ua VO Od 


() VD) ua od 


D= _ | =0; P,F =#u4v,, R=P,=1; Q, =, 0-0; =1. 
( er Vo u 


() u 


Die Normalformen der Klassen 17), ... 22) sind mit den von drei, die der 
Klassen 23), ... 26) mit den von zwei Variabelnpaaren identisch, und die 
Normalform der Klasse 27) stimmt mit der von einem Variabelnpaar überein. 
3. Um einen Einblick in den Aufbau der Invariantensysteme und 
Normalformen bei dem Fortschreiten der bilinearen Formen von A auf A+1 
Variabelnpaare zu gewinnen, ist es zweckmässig, die elementaren Formen 
nach der Anzahl der in ihnen auftretenden Variabelnpaare zu ordnen: 

Es giebt nur eine Elementarform mit einem Variabelnpaar: x,9%.. 
Ihre Invariante ist »\*’ = 1 und die Determinante der zugehörigen Formen- 
schaar |a+®v 





Es giebt drei Elementarformen mit zwei Variabelnpaaren: 
. \o „(2) . 
uf —EıYo; Toyo t lzıyo— Log); yı tw” xy; 
charakterisirt durch die Invarianten: 


Kae fe =. 
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Die Determinanten der zugehörigen Schaaren sind: 
| 0 u—-v| jutrv —(u-v)| | 0 uroo 


| | 
— (u—v) 0 & u—v Ü | w"u-+v (0 | 


Es giebt zwei Elementarformen mit drei Variabelnpaaren: 


Cu Yıt XıY>} Yo t (Ey —EYyı)t (Xryıt Xi Yo); 
charakterisirt durch die Invarianten: 
nI=3; nr=3. 


Die Determinanten der zugehörigen Schaaren sind: 


0 a0 a+rv —(wu-e) 0. 
v VD u, wo 0 uto.- 
0 v0 0 “to ol 


Es giebt drei Elementarformen mit vier Variabelnpaaren: 
(uyı tr yo)t (ag —Pyı)t (@rys+ 2392); 
yore) ty try)t RN N); 
ytew"zy)t+ aytw'ny)t my tw" Y.); 


charakterisirt durch die Invarianten: 
Kr’=ntr)’=2; n?=4 n=2, 


Die Determinanten der zugehörigen Schaaren sind: 











0 ut v 0 0 | ua+v —(u-v) 0 0 
ut+v 0 u-v 0 Iu—o 0 u-+v 0 
0 -—-(u-e) 0 auto] 0 u+®v 0 —(u-v)|’ 
0 Ge o ee ee 
0 a+w)ov 0 ur 1 
w*)u+v 0 u+w)o 0 | 
| 0 w9u+tv 0 uatw "vo | 
0 0 w*)u-tv 0 | 





Es giebt zwei Elementarformen mit fünf Variabelnpaaren: 
Dyı Fr iyetreyyt zig; 
ty) try tag) te ey) ten trye); 
charakterisirt durch die Invarianten: 
»=db; s”=5. 
Die Determinanten der zugehörigen Schaaren sind: 
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0 u 0 00) |uto —(u-v) 0 0 0 
io 0 a od 0 u—v ( ut+v 0 0 | 
0.0 u 0|, | () ut-v () — (u—v) () 
0 0 v» oO u | 0 0 u— 0 ut v 
000.09 | 0 0 ut ® 0 

E 


s giebt drei Elementarformen mit sechs Variabelnpaaren: 


(zufı— T| Yu) 2 (2Y.+2Yı)+ (23%; — 739) + (23 Ya 7 2,Y;) + (249; 2;Y,); 


Tuyot (ai y—oyı)teyı tmp)t ag —my)t+ yes) t By); 


\ 


yo 9zy)t+ ap +wr'ny)+ny; tw) zy)+ (nt ww" r,y;) 


charakterisirt durch die Invarianten: 
neun = = =. 
Die Determinanten der zugehörigen Schaaren sind: 


| 0 U— © 0 0 0 0 
(u) v ut 0 v v 
( u+v ( uU— © () 0 
0 0  —-(a-r) 0 u+® 0 
Ü 0 0 u4tv Ü u—v 
0 0 0 0 -—-(u-r), 0 
u+v —(u-e) 0 v 0 v 
nn 0 utv% 0 0 0 
| 0 u4% 0 -w-r) O0 0 
0 0 N—V 0 at 0 
0 0 N u+v 0 — (u—) 
0 0 0 0 u— © 0 
I. ut-w)o 0 0 0 
w)u+v 0 u+tw”"e 0 0 
0 w)u-+v 0 u+w "eo 0 
0 0 vw"’u+te 0 ute®9e| 
0 0 0 w*)u-v 0 
0 0 0 0 w"u-+v 





Weiter fortschreitend erhält man stets abwechselnd zwei und drei Elementar- 
formen für eine ungerade und eine gerade Anzahl von Variabelnpaaren. 


+2,94 +w’x,y,); 
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Die zu den zweifach zu zählenden Invarianten 2” sehörigen Ele- 
mentarformen gelten für alle unter sich und von +1 verschiedenen Werthe ». 

Bezeichnet man mit », die Anzahl der Klassen eigentlicher bilinearer 
Formen von h Variabelnpaaren, d.h. derjenigen, welche sich durch con- 
gruente "Transformation der Variabeln nicht auf Formen von weniger als 
h Paaren correspondirender Variabeln redueiren lassen, und mit N, die Ge- 
sammtzahl der Klassen bilinearer Formen von h Variabelnpaaren, so ist 


N,=Z&n,=N,_,+n Gel. .n=l), 
h . i 1 i h 


i 

Bei der Bestimmung von »,,, besteht ein wesentlicher Unterschied 
darin, ob der Uebergang zu einer ungeraden oder zu einer geraden Anzahl 
von Variabelnpaaren erfolgt; denn nur bei letzterem kann ein neuer Wurzel- 
werth 20° hinzutreten. 

In jedem Falle sind unter den »,,, Klassen eigentlicher Formen von 
h-+1 Variabelnpaaren z, Formenklassen enthalten, deren redueirte Formen 
durch Anfügung der Elementarform z,,,%;,,,; aus der vorangehenden Gruppe 
hervorgehen. Damit scheiden von den sämmtliehen Combinationen mit 
Wiederholung zur Summe A-+1, welche man zur Aufstellung der n»,,, 
Invariantensysteme zu bilden hat, alle die Zahl Eins enthaltenden aus. 

Ferner gelten folgende Sätze: 

Die Anzahl der den Combinationen von p gleichen ungeraden Zahlen 
entsprechenden Klassen ist gleich p-+1. 

Treten zu einer beliebigen, qg Formenklassen umfassenden Combi- 
nation p gleiche, in derselben nicht vorkommende ungerade Zahlen hinzu, 
so ist die Anzahl der zu der neuen Combination gehörigen Klassen gleich 
(p+1).g. 

Tritt zu einer nur aus ungeraden Zahlen bestehenden, r Formenklassen 
umfassenden Combination eine gerade Zahl hinzu, so ist die der neuen 
Combination zukommende Klassenanzahl gleich 3r. 

Somit bedürfen nur die Combinationen von geraden Zahlen einer 
besonderen Untersuchung”); es liefern: 


die Combination von 2 gleichen geraden Zahlen ‘ Formenklassen; 
ai mr „ 2 ungleichen geraden Zahlen 10 = 
ie si „ > gleichen geraden Zahlen 14 . 


*) vgl. „Ueber die Anzahl von Klassen bilinearer Formen“. Wissenschaftliche Bei- 
lage zum Programm der 4. höheren Bürgerschule zu Berlin. Ostern 1591. 
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die Combination von 2 &leichen und 1 ungleichen gerad. Zahlen 25 Formenkl. 


„ 2 „ 3 ungleichen geraden Zahlen 37 ö 
„ „ „ 4 gleichen geraden Zahlen 26 


u. 8. f. 

Hiernach ergeben sich für die eigentlichen bilinearen Formen von 
fünf Variabelnpaaren, bei denen nur die Combinationen 5 und (3-+-2) mit 
2 und 6 Formen zu den den Gombinationen (4+1), 3+1+1), 2+2+1), 
(2+1+1+1), (1+14+1+141) entsprechenden n»,= 16 Formen hinzutreten, 
24 verschiedene Klassen. Es ist: 


N- un 24, N. — N,-+n; 92. 


Bei den bilinearen Formen von sechs Variabelnpaaren liefern die Uom- 
binationen 6, (4-+2), (3+5), (2+2+2) zu den n, = 24 Klassen noch 
3+10+3-+14 = 30 neue hinzu; also wird: 

>54 N,= 106. 
In gleicher Weise ergiebt sich: 

= 8, = 188, 

ns = 166, N, = 354, 

= 252, N, = 606, 

us f. 

Ebenso wie die Bestimmung der Anzahl aller möglichen verschie- 
denen Klassen bilinearer Formen von » Variabelnpaaren kann auch die 
Aufstellung der sie charakterisirenden Invariantensysteme durch Vereinigung 
der den einzelnen Combinationen zur Summe » zukommenden, verschiede- 
nen Invariantensysteme erfolgen. Dass damit die vollständige Darstellung 
sämmtlicher bilinearer Formen von beliebig vielen Variabelnpaaren zunächst 
in ihren redueirten Formen, dann aber auch die aller äquivalenten Formen, 
welche man aus ihnen durch congruente Substitutionen mit nieht ver- 
schwindender Determinante erhält, ihre gleichzeitige Lösung findet, geht 
aus dem Vorhergehenden hervor. 


Il. 


Die algebraischen Invariantensysteme für die bilinearen Formen von drei Variabelnpaaren. 


1. Bezeichnet man mit 


(ua,+va,,) (4 k=1, 2,3) 
Journal für Mathematik Bd. CVIII. Heft 1. 3 
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das System der Coeffiecienten einer bilinearen Form von drei Variabeln- 
paaren *) 
fu,v)=uft4vf = < (ua,+va,)EiYı 
aus der einer zu Grunde liegenden bilinearen Form 
[- SAT Y; 
zugehörigen Schaar mit transponirten Grundformen, und mit 
va, +va,,| 
die Determinante der Formenschaar af+vf'; setzt man ferner 
9: = 1(a,+ Ay); ix = 4(a,—4,,), z=d, bu=d, t2=d,, 


a;,| = Ö,,. A (I; == 1, Ö\,, = 0, >ı), 


$; u (A, +Au), T, air 1A, — Ay). T,, u D\,, T,, = D,, T.; - D;, 
Zs.d.d, = ED;d, — d 





28,0, u OS == Ö,,.0, = aA, = Or. 
[1 


b) 
so sind die Systeme 
(Sr), (ba), (0a), (Ta) 

und die Grössen 

o und d 
hinreichend, um sämmtliche in der Determinante 

va,-+-va,;| 
auftretenden Elemente erster, zweiter und dritter Ordnung, sowie auch alle 


übrigen aus ihnen sich zusammensetzenden Bildungen darzustellen. Ins- 
besondere ist, wenn man noch 


u7v=p, u-t=g 
setzt: 
Ud,+ va, = a,(uv) = PS+ gt, 


ou 4; + va;;| 


ou Air + day) ee Aue) Re pP G4tpgTat+ q d;d,, 
a0, +va,,| = A(ur) = p’o--pq’d, 
und dabei können 
(s,) und (D;) als die Coeffiecienten der beiden Covarianten, 
(AB "© ve ” M „ zugehörigen Formen, 
o und d als die beiden Invarianten 


*) Die Indices und Summationsbuchstaben &, k, ... beziehen sich dementsprechend 
im Folgenden stets auf die Zahlen 1, 2, 3 


y de Jr 
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angesehen werden, welche das vollständige Invariantensystem einer bili- 
nearen Form von drei Variabelnpaaren*) und auch das vollständige simul- 
tane Formensystem des aus einer Form mit nur einer Reihe von Punkt- 
coordinaten und einer Form mit nur einer Reihe von Liniencoordinaten be- 
stehenden „redueirten, äquivalenten Systems“ einer bilinearen Form **) von 
drei Variabelnpaaren ausmachen. 

Zwischen diesen linear von einander unabhängigen Grössen be- 
steht eine Anzahl von Beziehungen, unter denen hier nur die identischen 
Gleichungen: 

0s;,—D! = 0, d-20,d, d+o,d., Z: 
00,—0d’ = s,D/—2s,,D,D,-+s,D? k, = 1, 2,37 
hervorgehoben werden mögen. 

Sind nun zwei bilineare Formen von drei Variabelnpaaren und dem- 
nach auch ihre zugehörigen Schaaren mit transponirten Grundformen äqui- 
valent, d. h. lassen sie sich durch eongruente "Transformation der beiden 
Variabelnsysteme in einander überführen, so stimmen auch ihre .„redueirten 
Systeme“, wie die obigen Grössen genannt werden mögen, in ihren charak- 
teristischen Eigenschaften überein, und umgekehrt sind diese letzteren ge- 
eignet, die Klasse äquivalenter bilinearer Formen zu charakterisiren. 

Charakteristische Eigenschaften aber bilden das Verschwinden ganzer 
Systeme in allen ihren Elementen, und darauf lässt sich nun die folgende 
Klasseneintheilung für die bilinearen Formen von drei Variabelnpaaren be- 
gründen. Dabei ist zu bemerken, dass das Verschwinden von (s,) auch 
das von (0,), (T,,.), o und Öd nach sich zieht, 


dass aus (£,)=0 auch (T,)=0 und d=0, 


ık / 
aus (0,)=0 auch =, 
ver ((t,)= 0, wenn o<(, 
aus (T,)=0 auch !=-0 und | | 
o=V, wenn (#, VD, 


folgt. Bei einem nicht verschwindenden System genügt es. dass wenig- 
stens eins der Elemente von Null verschieden ist. 

Die 12 Klassen bilinearer Formen von drei Variabelnpaaren sind 
— in derselben Reihenfolge wie unter I, 2. S. 7 aufgeführt — charakterisirt 


*) Christoffel, Theorie der bilinearen Functionen. Dieses Journal, Bd. 68, 8. 259, 
**) Clebsch-Lindemann, Vorlesungen über Geometrie. Leipzig 1876, Bd. I, S. 924. 


. % 
<) 
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durch die Invariantensysteme: 
) W)E0 SO, (0, (T)s0, 00, d<0, 


2) o=V, 

3) (0) =®, o—N, 

4) | | '=0, 

8) t)=d, (u)=d, ‘= 0, 

6) od. d=t, 

7) (7)=0 0-0 dB, 

5) ()=0, (MO st det, 

) u), (dr Ku) m0, 00 de, 
10) i (6) =0, (T)=9,.0=0, d=0, 
11) )=0, ()=0 >, te, 


18), (0 Dee de 


Sollen zwei der ersten Klasse angehörige Formen äquivalent sein, 
so müssen sie noch in der absoluten Invariante 


uw == ——— 


übereinstimmen, und ebenso ist zur Aequivalenz zweier der 7. Klasse an- 
gehörigen Formen die Uebereinstimmung in einer ähnlich gebildeten, bei 
den bilinearen Formen von zwei Variabelnpaaren auftretenden absoluten 
Invariante erforderlich; die Formen einer der übrigen Klassen lassen sich 
sämmtlich durch eongruente 'T’ransformation auf dieselbe, in I, 2. angege- 
bene „Normalform“ und daher auch in einander überführen. Diese Reduc- 
tion auf die Normalform lässt sich für jede bilineare Form von 3 Variabeln- 
paaren auch mit unbestimmten Coefficienten (a,) unter alleiniger Voraus- 
setzung der charakteristischen Eigenschaften der zugehörigen reducirten Systeme 
ganz allgemein und mit vollständiger Angabe der Coefficienten der Substitu- 
tion ausführen; die dabei zur Anwendung gelangenden Methoden sind in der 
Arbeit des Herrn Aronecker*) „Ueber die congruenten Transformationen der 
bilinearen Formen“ vollständig enthalten. 

Die wirkliche Durchführung dieser Reduction möge einer zusammen- 
hängenden Darstellung der T'heorie der bilinearen Formen von drei Variabeln- 


*) Monatsber. der Kgl. Akad. der Wiss. zu Berlin vom April 1874. 82. 
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paaren vorbehalten bleiben, in welcher auch die hier getroffene Wahl der das 
Invariantensystem bildenden redueirten Systeme gerechtfertigt werden soll. 
2. Die Ausrechnung der redueirten Systeme bietet ein einfaches 
Mittel dar, um in jedem einzelnen Falle die Zugehörigkeit der gegebenen 
bilinearen Form von drei Variabelnpaaren zu einer der zwölf Klassen fest- 
zustellen. 
Zur Erläuterung des Gesagten diene folgendes Beispiel: Ist 


[= Za.2Y, = dm t22ey 2m pr anyıtazyt2ry:, 


also 
V V 3 PR}. Bares SEE, 
(ax) =” Me (Au) u > 3 0 
ö l 2, 6 60 


so ist das zugehörige redueirte System: 


0 4 2 
.)=»71 2 0}, = ) o -ıL, d4,=-—-1d4d=-—23, d,=—l, 
1 0 2 —2 | 0 
4 —2 2 0 —3 —3 
= iI—2 -ı ı4, (T)=-i3 0-3}, 
2 1 —1 ; ) 0 


u un ann 
GO zz I8;| — 0, () — Ss D,;d; — 0): 


die Form gehört demnach zur sechsten Klasse. 
Um das „Aroneckersche Invariantensystem“ der Form f zu bestimmen, 
verfahren wir folgendermassen: Es ist 





0 2v 3u—rv 
'ua,+va,,| = 2u —2ute) —u+v 0, 
—u+3V u— © 2(u-+, 


während die ersten Unterdeterminanten nicht sämmtlich verschwinden. Dem- 
nach besteht zwischen den partiellen Ableitungen: 


of(uv 
= En SF (ua,+va,.)Y; = 0.yı+ Zry+ (u—rv)y;, 
ww, k 
Of(uv ; \ ‚ \ 
(u ) == 2 ud, +04. Y,. = Zu. —2(utr)y— u—v)y;. 
or n k \ Y Yı \ , Y \ )Y 
2 
of(uv s ’ ER 
= Zuatoa)y = (u Bo)y + (-oy+2ure)y, 
3 
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eine identische Gleichung: 


ofluv Ö ) 
A,,(we) Ana] + A,,(uv) Dee) + A;,(u®) Kind, — (0 (=1,2, 3), 


1 


d.i. für = 


(—3uW—10ue — Br) ee + (3u’— Su — 30”) une +(6bu’ + 2uv) - . Kudı =(, 


L, 3 


welche nach Absonderung des gemeinsamen Päbrörk (3u+e) die Form erhält: 
0) + Zu % 
und eine entsprechende Relation: 
aa a und _(3u— 0) \ flv) 1. oflur) 1 
Y, oY, Oo; 
besteht zwischen den partiellen Ableitungen nach y.. 
Diese redueirte Gleichung ist homogen und linear in » und », dem- 
nach ist m’=1, also n’ = 2m’ +1 =3. 
Da ferner die Unterdeterminanten zweiter Ordnung: 
—(u+3r)Bu+v) —(u+30)Bu—r) 2r(u+3r) 
(A,(uv)) =. (u—3r)(3u-+e) (u—Sr)Bu—r) —2r(u— 3er) 
2u(Bu-+e) 2Zu(3u—r) —2v.2u 
keinen gemeinsamen von «a und e abhängigen Factor haben, so ist @"=5 
die einzige Invariante. 
Die Form gehört demnach zur sechsten Klasse. — 
In der That geht 
f = 37, 9+ 27,9, — 20: p— y— %Yı+ 039 + 22; Y; 


durch die für x und y übereinstimmende Substitution: 


= 22, —I;, y, = Zy— 95, 
B=-n-n4+2, »ey-htY, 
L, die 325, U; no Y; 


mit der Determinante: 


ur Sr 
a ee 
FE Bi 


in die Form: 
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und af+vf' durch dieselbe Substitution in 


uf+vf = un + )teiYdı +3.) 
mit der Determinante: 


u 2 u 
ve d u 
V v.U 


über, und das ist die Normalform der sechsten Klasse, welche aus einer 
einzigen elementaren Form besteht. 

Für diese reducirte Form x,1,+Xx;4, oder das nunmehr zu Grunde 
liegende System 


BB u 09 ) 00 
(a,,) =I0 VO 1), (A k) E09 O8 OÖ Ist: 
000 Ba’ 
u. © () 0 
)=Tr40 ı = 1 04 
SE u 48 
—ı 0 | vo... 
ieh, (F)=0 0 0 o=0, d=0 
1 1 1 


Die charakteristischen Eigenschaften des reducirten Systems sind also er- 
halten geblieben. 

3. Die Determinanten aller den Klassen 6) bis 12) angehörigen 
bilinearen Formen von drei Variabelnpaaren verschwinden ebenso wie die 
der zugehörigen Schaaren mit transponirten Grundtormen identisch, aber 
umgekehrt gehören nicht alle Formen mit verschwindender Determinante 
den genannten Klassen an; vielmehr kommen in jeder einer beliebigen 
bilinearen Form zugehörigen Schaar Formen vor, deren Determinante gleich 
Null ist, ebenso wie jedes Kegelschnittbüschel zerfallende Kegelschnitte 
enthält, und dies gilt ganz allgemein für » Variabelnpaare. (Grade diese 
besonderen oder singulären Formen der Schaar sind für die Reduetion auf 
die Normalform von entscheidender Wichtigkeit. Bedeutet doch auch die 
Ueberführung auf die kanonische Form in geometrischer Auffassung nichts 
anderes als die Transformation auf ein ganz specielles, singuläres Coordi- 
natensystem, dessen Elemente zu den durch die gleich Null gesetzte bili- 
neare Form dargestellten geometrischen Gebilden in einer inneren, von 
dem zu Grunde gelegten Coordinatensysteme unabhängigen, invarianten Be- 
ziehung stehen. 
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Aus diesem Grunde gehen die algebraischen Behandlungen der hier 
in Betracht kommenden geometrischen Probleme, sei es, dass man sie als 
lineare Verwandtschaft der Reeiproeität (Correlation), oder unter gleich- 
zeitiger Betrachtung der zu Grunde liegenden Form und ihrer transponirten 
als eine besondere, schon von Steiner aufgestellte Verwandtschaft zweiten 
(Grades auffasst, zumeist von den redueirten Verwandtschaftsgleichungen 
selbst aus, und weisen somit eine Lücke auf, nämlich den Sprung von der 
allgemeinen, alle speciellen Fälle umfassenden Verwandtschaftsgleichung zu 
den eben charakterisirten, den einzelnen speciellen Fällen eigenthümlichen 
redueirten Verwandtschaftsgleichungen. 

Es ist das Verdienst der Weierstrassschen und Kroneckerschen Ar- 
beiten, durch Aufstellung der kanonischen oder Normalformen für alle 
möglichen verschiedenen Klassen bilinearer Formen und Formenschaaren 
eben diesen Ausgangspunkt geschaffen zu haben, und diese Resultate haben 
auch, namentlich soweit sie sich auf die Weierstrassschen Elementartheiler 
beziehen, vielfache Anwendung gefunden, während man auf die umfassen- 
deren Kroneckerschen Invariantensysteme die Aufmerksamkeit weniger ge- 
richtet zu haben scheint. Beide Mathematiker haben auch vollkommen 
ausreichende, präeise Vorschriften gegeben, welche es ermöglichen, in jedem 
einzelnen Falle mit mehr oder weniger grossen rechnerischen Schwierig- 
keiten die Ueberführung auf die Normalform auszuführen. 

Dem gegenüber dürfte die Bedeutung der algebraischen Invarianten- 
systeme darin liegen, dass mittels derselben diese vielgenannte und für viele 
(rebiete der reinen und angewandten Mathematik überaus wichtige Redue- 
tion auch ganz allgemein ausgeführt werden kann; sie dürften somit dazu 


bestimmt sein, jene oben bezeichnete Lücke auszufüllen. 











Theorie der trılıinearen Verwandtschaft ebener 
Systeme. 


IV. Artikel. Die trilineare Beziehung zwischen drei einstufigen Grund- 
gebilden. 
Hierzu Tafel I, Fig. 1—16. 
(Von Herrn Guido Hauck.) 


. 

Nehon im II. Artikel *) wurde festgestellt, dass in zwei projeetiv- 
trilinearen ebenen Systemen die zugeordneten Punkte auf je drei zuge- 
ordneten geräden Linien drei projeetivische Punktreihen bilden. Kine 
Ausnahme hievon machen jedoch die auf den drei Hauptaxen enthaltenen 
Punktreihen, welche in trilinearer Beziehung stehen, und zwar, wie sich 
zeigen wird, in trilinearer Beziehung der allgemeinsten Art. Was anderer- 
seits die Strahlenbüschel anlangt, so werden wir finden, dass zwischen 
drei zugeordneten Strahlenbüscheln jederzeit eine trilineare Beziehung 
besteht. 

Umgekehrt ergiebt sich, dass in zwei sectiv-trilinearen ebenen 
Systemen je drei zugeordnete Strahlenbüschel (mit Ausnahme der in den 
sogenannten Hauptpunkten liegenden) in projeetivischer, dagegen je drei 
zugeordnete Punktreihen in trilinearer Beziehung stehen. 

Bevor nun die diesbezüglichen Eigenschaften der 'trilinearen Ver- 
wandtschaft ebener Systeme weiter verfolgt werden, muss eine Erörterung 
der Eigenschaften der trilinearen Beziehung zwischen drei einstufigen 
Grundgebilden, soweit sie für den vorliegenden Zweck in Betracht kommen, 
vorausgehen. 


Herr Schubert hat hiefür in seiner grundlegenden Abhandlung ** 


*) S. dieses Journal, Bd. 97, S. 261. 


**) S, Schubert, „Die trilineare Beziehung zwischen drei einstufigen Grundgebilden.“ 
Math. Annalen, Bd. XVII (1880), S. 457. 
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den Weg gebahnt. Er ging dabei von der sectiven Erzeugungsweise tri- 
linearer Punktreihen aus. Im folgenden wird die Untersuchung auf Grund 
der projectiven Erzeugung geführt; und zwar werden zuerst die wichtigsten 
Eigenschaften der doppelkernig-trilinearen Beziehung, dann der einzelkernig- 
trilinearen Beziehung zwischen drei Punktreihen, Strahlenbüscheln oder 
Fbenenbüscheln entwickelt und eonstruetiv verwerthet; hierauf werden die 
Beziehungen zwischen drei Strahlenbüscheln erörtert, welche in drei pro- 
jeetiv-trilinearen ebenen Systemen einander zugeordnet sind. 


$1. 
Doppelkernig-trilineare Punktreihen. Die Grrundrelation. 

Wir untersuchen den Zusammenhang zwischen den Punkten dreier 
veraden Punktreihen, wie er auf den drei Hauptaxen dreier projeetiv-tri- 
linearer ebenen Systeme stattfindet. Derselbe kann folgendermassen formu- 
lirt werden (vergl. Fig. 1) 

Projieirt man die Punkte einer Ebene aus drei in der Ebene liegenden 
Projectionscentren O, 0, 0" auf drei feste Axen |, (, (", so sind je drei 
solche Punkte x, x, x" auf I, (, (’, welche die Projectionen des nämlichen 
Punktes X der Ebene vorstellen, einander zugeordnet. 

Aus früheren Artikeln mag zunächst erinnert werden: Von den sechs 
Kernpunkten p, q. pP. 9. pP, g, in welchen die drei Axen von den drei 
Verbindungslinien der Projeetionsceentren geschnitten werden, bezeichnen wir 
je zwei solche, welche die Projeetionen eines und desselben Projeetions- 
eentrums vorstellen (also p und q, p und q', p' und g), als correspon- 
dirende Kernpunkte, — ferner je zwei solehe, von denen jeder die Pro- 
jeetion des der Axe des andern zugehörigen Projeetionscentrums vorstellt 
(also p und q, p' und g, p und q'), als gegnerische Kernpunkte. Fällt 
von einem Tripel zugeordneter Punkte einer in einen Kernpunkt, so muss 
stets ein zweiter ebenfalls in einen Kernpunkt fallen, und zwar entweder 
in den eorrespondirenden oder in den gegnerischen; der dritte zugeordnete 
Punkt wird unbestimmt. (Vergl. I. Art. $ 3 *)). 

Auf je zwei Axen, z.B. [ und (”, bilden immer diejenigen Punkte 
x und x’, welehe zu einem und demselben Punkt x der dritten Axe zu- 
seordnet sein können, zwei projeetivische Punktreihen. In den letzteren 


fe \ 


*) S. dieses Journal. Bd. 9. 8. 13. 
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stellen die eorrespondirenden Kernpunkte und die gegnerischen Kernpunkte 
je ein Paar entsprechender Punkte vor. — Sind die zwei Punkte x’ und x” 
dem Punkte x zugeordnet, so sind es auch die zwei Punkte y’ und g", 
welche bezw. den Punkten © und x” harmonisch conjugirt sind in Bezie- 
hung auf die zugehörigen zwei Kernpunkte p' und g’, bezw. p’ und q'. 
Um nun eine Beziehung zwischen den Abständen dreier zugeordneter 
Punkte von den zugehörigen Kernpunkten zu erhalten, bemerken wir, «dass 
in dem Dreieck 000 (Fig. 1) das Dreiseitsverhältniss der drei Strahlen 
Ox, 0'x, O"x’, weil sie sich in einem Punkte schneiden, den Werth ] 
hat”). Es ist also: 
[1.3 sin(Op, 02) sin(O' p,0'w) sin(0 p ‚0 =, u 
u sin(O2,0g) sin(0'z',0'4) sin(0"’z",0"q") 
woraus durch Anwendung des Sinussatzes auf die Dreiecke Opx und Oxgq, 
Opa und Org, u. s. w. sich ergiebt: 
0a Od Od pe ve pe" 
Op Op Op". 2g ag ad 
oder: 


’ 2 zZ; 


ya pe pe C. 


(2 
cq x'q’ x' q 


wo die Uonstante C den Werth hat: 


Op O'p' O'"p" 


(3.) Ü Ä | 
(3, 0g 0'q 0" 


Hat man zwei Tripel zugeordneter Punkte r, x, © und y, y. y", 


und stellt für beide die Relation (2.) auf, so erhält man dureh Division 
die Doppelverhältnissrelation: 
(4,) (pgeypgaey)\pga'y" 1. 

Die helation (2.) bezw. (4.) ist nun von Herrn Schubert als die 
Fundamentalrelation des (durch die blosse Bedingung der eindeutigen 
algebraischen Zuordnung definirten) allgemeinsten Falles der trilinearen 
Verwandtschaft zwischen drei Punktreihen nachgewiesen worden. Damit ist 
also der Beweis erbracht, dass durch Projeetion eines ebenen Punktsvstems 
auf drei in seiner Ebene liegende feste Axen aus drei festen Uentren 


*) Vergl. Chasles, Traite de Geometrie superieure, No. 365. Wir benützen jedoch 
ım folgenden stets die Möbiussche Schreibweise des Verhältnisses und reeuliren danach 
die Vorzeichen. 


4* 
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auf den Axen drei trilineare. Punktreihen der allgemeinsten Art erzeugt 
werden. Es kann daher diese Erzeugungsweise als Definition für 
die allgemeine trilineare Beziehung zwischen drei Punktreihen 
aufgestellt werden. 

Es ist von Interesse, wahrzunehmen, wie die Grundrelation (2.) als 
Ausfluss der Fundamentaleonstruction der projeetiv-trilinearen Verwandt- 
schaft ebener Systeme aufgefasst werden kann. Es ist nämlich in Fig, 2, } 
welche diese Fundamentaleonstruetion veranschaulicht (vergl. I. Art., $ 3*)), E 
das von den sechs Kernstrahlen gebildete Polygon gu29,2'g,x" ein wind- 4 
schiefes Sechseck, welches zufolge des Satzes von Carnot”*) von der Ebene 


der drei Hauptaxen in den Punkten p, q, p', 9, p', g' nach dem Sechs- 


eeksschnittverhältniss +1 geschnitten wird. Es ist also: ; 
9P X pP xq 9,p" ag" ’ 
Pz 99, PX gg, Pie du 
oder: 
! ! Zi zZ N „ 
EN pz pr pı Q,,P I,,P 9,,P 
\Y.) TE - e . 


zq x’q ag 191 979. 19: 


Fallen nun die Punkte x, x’, x’ in die Hauptaxen, so geht Gleichung (5.) 


über ın: 








Bere 


px p'x’ px m,,p m,,p' m,,p" C A 

zq ag zd' gm. dm, dm. x 

Dass der letztere Werth der Constanten C mit demjenigen in Glei- { 

ehung (3.) übereinstimmt, ergiebt sich leicht durch Anwendung des Sinus- P 
’ . . ! ! A A ! t " ! ‚ ; 

satzes auf die Dreiecke qmp‘, g m:p',qg mup und pOg, pO'g,pO'gq. j 
Hinsichtlich der Doppelverhältnissrelation (4.) sei noch bemerkt (vergl. g 


! A 


Fig. 1): Sind a, a’, a’ die Projeetionen eines festen Punktes A, — r,«, x 
die Projeetionen eines veränderlichen Punktes X der Ebene, so ist dureh die 
drei Doppelverhältnisse (pgaz), (pgazx), (p'qg « x”), deren Produet den 
eonstanten Werth 1 hat, die Lage der drei Punkte x, r', x” auf den drei 
Axen und damit die Lage des Punktes X in der Ebene bestimmt. Man 
erkennt leicht, dass diese Doppelverhältnisse identisch sind mit den projec- 
tivischen Coordinaten***) des Punktes X in Beziehung auf das Grunddreieck 
000” und den Einheitspunkt A. 


*) S, dieses Journal, Bd. 95, S. 10. 
"*) Vergl. Carnot, Essai sur la theorie des transversales (Paris 1806), Theor. 3: dazu 
betrefls des Vorzeichens: Möbius, Barycentr. Calceul, $ 199. 
**#*) Vergl. Fiedler, Darstellende Geometrie, 3. Aufl., III., $ 15. 
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S2. 
Die Charakteristik und die Fluchtpunkte. 

Wir bezeichnen die Constante C als die Charakteristik der trilinearen 
Beziehung. Ihre geometrische Bedeutung ergiebt sieh leicht: 

In jeder Punktreihe möge derjenige Punkt, welcher den unendlich 
fernen Punkten der zwei andern Punktreihen zugeordnet ist, der Flucht- 
punkt der betreffenden heihe genannt werden. 

Da in jeder Reihe der unendlich ferne Punkt dem Mittelpunkt der 
Kernstrecke harmonisch eonjugirt ist in Beziehung- auf die Kernpunkte, so 
ist (gemäss der Bemerkung in $ 1, Abs. 4) jeder Fluchtpunkt auch den 
Mittelpunkten der Kernstreeken der zwei andern Reihen zugeordnet. 

Fallen nun von drei zugeordneten Punkten x, r, € zwei ins Un- 
endliche oder in die Mittelpunkte der betreffenden Kernstrecken, so nehmen 
in der (srundrelation (2. zwei Verhältnisse die Werthe —1. bezw. +1 an. 
Bezeichnen wir also die drei Fluchtpunkte dureh «, e', w’, so ergiebt sich: 


f , 7 
‚pn ; p 7 p r p in 
6.) ( -— > n n] u. 
we ug vg wg 


In Worten: Die drei Aernstrecken werden in den Fluchtpunkten in dem näm- 
lichen Verhältniss getheilt, dessen Werth gleich der Charakteristik ist. 

Die Construetion der Fluchtpunkte, sei es vermittelst der unend- 
lich fernen Punkte oder der Mittelpunkte der Kernstrecken je zweier Punkt- 
reihen, bietet keine Schwierigkeit. Fig. 5 veranschaulicht die bezüglichen 
bemerkenswerthen Verhältnisse. 

Es sei noch erwähnt, dass in drei projeetiv-trilinearen ebenen Sv- 
stemen die Hauptaxen von den (schon im Il. Artikel, $ 2°) besprochenen 
Fluchtlinien in den Fluchtpunkten der Hauptaxen geschnitten werden. 


1. Hat die Charakteristik den besonderen Werth 
= +1, 
so sind die Mittelpunkte der drei Kernstreeken einander zugeordnet. und 
es bilden je ein Mittelpunkt und zwei unendlich ferne Punkte ein Tripel 
zugeordneter Punkte. Die Fluchtpunkte fallen in die Mittelpunkte. Es ist 


*) S. dieses Journal, Bd. 97, S. 266. 
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eine besondere Eigentkümlichkeit dieses und nur dieses Falles, dass die 
endlichen Fluchtpunkte unter sich wieder ein 'Tripel zugeordneter Punkte 
bilden. 

Auf diesen Speeialfall führt u. a. der Satz des Ceva, das heisst: 
er entsteht, wenn die drei Projeetionscentren in die Schnittpunkte der drei 
Axen verlegt werden (vergl. Fig. 4). In dieselben Punkte fallen dann auch 
je zwei correspondirende Kernpunkte zusammen. Wir kennzeichnen daher 
diesen Speeialfall kurz als Ceva-Beziehung. 

2. Hat die Charakteristik den besonderen Werth 


= —I1, 


so sind die unendlich fernen Punkte der drei Punktreihen einander zuge- 
ordnet, und es bilden je ein unendlich ferner Punkt und zwei Mittelpunkte 
ein Tripel zugeordneter Punkte. Die Fluchtpunkte fallen ins Unendliche. 

Es ist dies derjenige Specialfall, auf welchen bei der Erzeugung 
durch Schnitt der Satz des Menelaos führt, und welchen Herr Schubert 
mit der Bezeichnung „geradlinigte Beziehung“ zum Ausgangspunkt seiner 
Untersuchungen gewählt hat. Daher mag dieser Specialfall kurz als Mene- 
laos-Beziehung gekennzeichnet werden. 

Bei der Erzeugung dureh Projeetion erhält man denselben, wenn 
die drei Axen parallel zu den nach irgend einem Punkt U gehenden Strahlen 
OU, OU, O’U sind, also insbesondere 


parallel sind. 





‚ wenn die drei Axen unter sich 


s 4. 
Construction trilinearer Punktreihen. 
Aus der Grundrelation (2.) folgt: 
Die trilineare beziehung zwischen drei Punktreihen ist bestimmt, 
wenn die sechs Kernpunkte und die Charakteristik gegeben sind. 
Da sich aber aus Gleichung (2.) umgekehrt der Werth der Charak- 
teristik ergiebt, sobald ein Tripel zugeordneter Punkte bekannt ist, so 


gilt 
ferner: 

Die trilineare Beziehung zwischen drei Punktreihen ist bestimmt, wenn 
die sechs Kernpunkte und ein Tripel zugeordneter Punkte gegeben sind. 


Wir haben im vorangehenden drei trilineare Punktreihen stets iz 


orientirter Lage in einer Ebene betrachtet, das heisst in solcher Lage, wo 
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sie die direeten Projecetionen des in ihrer Ebene enthaltenen Punktsystems 
vorstellen. Diese orientirte Lage spielt für die trilineare Verwandtschaft die 
nämliche wichtige Rolle wie die perspectivische Lage für die projeetivische 
Verwandtschaft. 

Um zu prüfen, ob drei trilineare Punktreihen in einer Ebene sich 
in orientirter Lage befinden, genügt die Untersuchung eines einzigen 'Tripels 


ı 


zugeordneter Punkte x, x’, x’: Man bringt (vergl. Fig. 1) die drei Ver- 
bindungslinien je zweier gegnerischer Kernpunkte gq’p, gp, gqp” zum 
Sehnitt in 0, 0°, 0’ und zieht die Strahlen Ox, Or, O’x". Schneiden 
sich diese in einem Punkte, so findet das nämliche für jedes andere T'ripel 
zugeordneter Punkte statt, das heisst: die drei Punktreihen liegen orientirt. 
(Denn ist y, y', y' irgend ein anderes Tripel, so ziehe man die Strahlen 
O'y' und O’y”, welche sich in Y schneiden; schneidet dann der Strahl OY 
die Axe pg in n, so ergiebt sich aus der Grundrelation: 


I. 


pn py p"y py py Py 
na ya? 
woraus folgt, dass 7 mit y zusammenfallen muss.) 

Sind drei trilineare Punktreihen [, [, U’ dureh die sechs Kernpunkte 
und ein Tripel zugeordneter Punkte x, x’, x" oder dureh die sechs Kernpunkte 
und die Charakteristik gegeben, so kann die Aufgabe, weitere Tripel zu- 
eeordneter Punkte zu construiren, dadurch gelöst werden, dass man die 
drei Punktreihen in orientirte Lage bringt. Dies ist auf mannigfaltige 
Weise ausführbar. Man kann z. B. (verg]. Fig. 1) die vier Punkte 0, 0', 0" 
und X. ganz beliebig festsetzen und dann die drei Punktreihen so in die 
bezüglichen drei Strahlenbüschel O0, 0', 0" hineinlegen, dass die gegebenen 
Punkte p, z, q der Reihe [ bezw. in die Strahlen 00", OX, 00' zu liegen 
kommen, ebenso die Punkte p', x’, g’ der Reihe [’ in die Strahlen 0'0, 
0'X, 00", u. s. w. 

Ist statt des Tripels x, ©’, x” die Charakteristik C gegeben, so be- 
stimmt man zunächst in einer Punktreihe, z. B. (, den Fluchtpunkt x so, dass 


pu 


rin C ist, und verfährt im übrigen wie oben, indem man an Stelle der 


Punkte z, x, ©" den Punkt « nebst den unendlich fernen Punkten oder 
den Mittelpunkten der Kernstreeken der zwei andern Reihen benützt. 

Die einfachste orientirte Lage ist diejenige, bei welcher die drei 
Punktreihen sich in einem Punkte so schneiden, dass die drei gegebenen 


o 
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zugeordneten Punkte im Schnittpunkt zusammenfallen. Durch Verbinden 
von je zwei gegnerischen Kernpunkten ergeben sich dann die drei Pro- 
jeetionscentren. 
Drei trilineare Punktreihen, deren Charakteristik = +1 ist, können 
stets in die durch Fig. 4 verbildlichte orientirte Lage gebracht werden. 
Drei trilineare Punktreihen, deren Charakteristik =—1 ist, sind in 
jeder parallelen Lage orientirt. 


Aus der Doppelverhältnissrelation (4.) folgt: 

Drei Punktreihen, welche zu drei trilinearen Punktreihen einzeln pro- 
jectivisch sind, sind unter sich ebenfalls trilinear. 

Diese Bemerkung kann zur Construction trilinearer Punktreihen bei 
nieht orientirter Lage benützt werden. 

Liegen z. B. drei trilineare Punktreihen {, [', [’, welche dureh die 
sechs Kernpunkte und ein Tripel zugeordneter Punkte a, a, a’ gegeben 


Oo 


sind, beliebig in einer Ebene (vergl. Fig. 5), so ziehe man die Verbin- 
dungslinien je zweier gegnerischer Kernpunkte und bringe dieselben in 
0, 0', 0" zum Schnitt. Zieht man dann die Strahlen O’a’ und O’a”, welche 
sich in A schneiden, so wird bei der vorausgesetzten nicht orientirten Lage 
der Strahl OA nieht durch den Punkt a gehen. Man lege nun durch q 
eine beliebige Gerade 4, welche von den Strahlen OA und Op in « und 
rı geschnitten wird. Betrachtet man dann die trilineare Beziehung zwischen 
den drei Punktreihen 4, (', (”, welche durch die sechs Kernpunkte 7, q, 
pvp. g, pP". g' und das Punktetripel o, a’, a" bestimmt ist, so befinden sich 
diese drei Reihen in orientirter Lage. Zieht man ferner aa, welche pr in 
C schneidet, so liegen die Punktreihen 4 und [ perspeetivisch in Beziehung 
auf © als Projeetionscentrum. Man erhält daher ein beliebiges weiteres 
Tripel zugeordneter Punkte x, x, x” dadurch, dass man x’ und x’ belie- 
big wählt, O’z’ und Oz’ zieht, welche sich in X schneiden, hierauf OX 
zieht, welche 4 in $ schneidet, endlich CS zieht, welche [ in z schneidet. 
Liegen die Axen der drei Punktreihen (, (', (’ windschief im Raum, 
so kann die Construction ebenfalls durch Vermittlung dreier Hülfspunkt- 
reihen A, 4, 4” geschehen, welche zu einander trilinear in orientirter Lage 
sind, und von welchen jede zu einer der gegebenen Punktreihen 1, [’, (" 
perspectivisch ist. 
Man kann z. B. (vergl. Fig. 6) die Verbindungslinien pp‘, p'p", p’p 
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als Axen der Hülfspunktreihen A, 4, 4’ benützen und deren Punkte zu 
einander in die Ceva-Beziehung (vergl. $. 3, 1) setzen. Zieht man nach 
einem beliebigen Punkt A der Ebene pp p” die Strahlen p’A, pA, p' A. 


zj 


welche 4, 4, 4° bezw. schneiden in «a, @, @', so ist @«, «@, «" ein Tripel 
zugeordneter Punkte der drei Hülfspunktreihen. Ordnet man nun die drei 
Punkte p, @, p von 4 bezw. den Punkten p, a, q von ( projeetivisch zu. 
so liegen A und ( perspectivisch, da sie den Punkt p entsprechend gemein 
haben. Das zugehörige Projeetionscentrum C ergiebt sich als Schnittpunkt 
der Strahlen p'gq und «a. In analoger Weise findet man die Projeetions- 


eentren C und € für die Punktreihen 4 und [. 4’ und l’. — Um nun 


i 


zu zwei Punkten x und z" auf ( und [(” den dritten zugeordneten Punkt 
z auf ( zu bestimmen, zieht man C’x' und Cr, welche #4 und #7 schnei- 
den in & und 5’, zieht hierauf ps’ und p’Z”, welche sich in Z schneiden. 


ferner p"Z, welche 4 in & schneidet. Zieht man schliesslich O5, welche 
in x schneidet, so ist x der gesuchte, den Punkten x und x zugeordnete 
Punkt der Punktreihe ({. 

Mittelst Projieirens dreier orientirt liegender trilinearer Hülfspunkt- 
reihen erfolgt auch die Construction von trilinearen Punktreihen, die auf dem 
nämlichen Träger liegen. Doch muss die Theorie dreier in» einander 
liegender trilinearer Grundgebilde einer gesonderten Betrachtung vorbehalten 
bleiben. 


SD. 


Trilinear: Strahlenbus« hel und Ebenenhuüs 


Drei trilineare Punktreihen werden aus drei beliebiren Punkten 
durch drei frilineare Strahlenbüschel —, aus drei geraden Linien durch drei 
trilineare Ebenenbüschel projieirt, wobei sich die projeetivischen Eigenschaften 
der trilinearen Verwandtschaft von den Punktreihen auf die Strahlen- oder 
Ebenenhüschel übertragen. Allgemein gilt: Drei Grundgebilde erster 
Stufe, welche zu drei trilinearen Grundgebilden einzeln projee- 
tivisch sind, stehen zu einander ebenfalls in trilinearer Beziehung. 

Die Grundrelationen (2.) und (4.) übertragen sieh auf trilineare 
Strahlenbüschel und Ebenenbüschel in der Art, dass an Stelle der Strecken 
pz, x2q, p«', u.s. f. die Sinusse der Winkelabstände der Strahlen von den 


bezüglichen Aernstrahlen — bezw. der Ebenen von den bezüglichen Kern- 
ebenen — treten. 
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Projieirt man drei trilineare Punktreihen (, f', (” aus drei Centren 
0, 0, 0° und bezeichnet die Strahlen, welche die Punkte p, g, z, u. & f. 
projieiren, und deren positive Richtungen op, og, ox u. 8. f. seien, durch 
die entsprechenden deutschen Buchstaben, so hat man z. B. für das Strahlen- 
büschel o (vergl. Fig. 7): 


sin(p, t) sin(t, 9) 


Di = qq = 00; 
p sin(t, px) ’ 1 1 sin(r, xq) 


woraus folgt: 
pz _ op sin(pr) 
29 og sin(t,g) 
Stellt man die entsprechenden Gleichungen für die Strahlenbüschel 0’ und 
o' auf, so ergiebt sich dureh Multiplication: 
pxz px p'X' op o'p' o"p" sin(p,r) sin(p/,r’) sin(p",r”) _ 


— =Ü 
zq «ag «"'g"' oq og 0o"’g' sin(t,q) sin, q) sin(r',q') 


oder: 
(7) sin(p, Y) sin(p',v) sin(p”, x) u 
sin(r, q) sin(r’,gq’) sin(r’, q”) 
wo 
# 
r EBERLE. EEE 
(8 .) 0 op o'p! op" 
oq og o"g" 


Der in dieser Relation ausgedrückte Zusammenhang zwischen den 
zwei Charakteristiken & und C findet ganz allgemein bei jedem Uebergang 
von drei trilinearen Grundgebilden zu drei anderen mittelst Projeetion oder 
Schnitt statt. Er kann in folgenden Satz formulirt werden: 

Geht man von drei trilinearen einstufigen Grundgebilden zu drei neuen 
vermittelst Projection oder Schnitt über, so findet man die Charakteristik der 
neuen trilinearen Beziehung, indem man das Tripelverhältniss der Entfernungs- 
masse der drei neuen Träger von den zugehörigen alten Kernelementen bildet 
und die alte Charakteristik durch dieses Tripelverhältniss dividirt. 

Dabei ist unter „Entfernungsmass“ zu verstehen: der Streckenabstand 
zweier Punkte oder eines Punktes von einer Geraden, oder der Sinus des 
Winkelabstandes zweier Geraden oder einer Geraden von einer Ebene. 

(seht man z. B. umgekehrt von den trilinearen Strahlenbüscheln 
0, 0, o" vermittelst Schnitt über zu den Punktreihen I, (', (’, so sind die 
(Geraden L, V, [’ die neuen Träger, und die Strahlen p, q, pP, a, p", q’ die 
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alten Kernelemente. Das T'ripelverhältniss der Entfernungsmasse ist also 
sin(l,p) sin(l’,p) sin(l”,p) 
sin(l, q) sin(l’,q’) sind”, q’’) ’ 

und man hat: 

C 
(&.) An sin(l,p) sin(l!’,p) sind”’,p’) 

sin(l,q) sin(l’,q’) sin(l’, a’) 

wie sich unmittelbar aus Gleiehung (8°) ableiten lässt. 

(seht man ferner von drei trilinearen Strahlenbüscheln o, 0’, 0" ver- 
mittelst Projeetion über zu drei Ebenenbüscheln mit den Axen a, a’, a’, so 
sind a, a’, a’ die neuen Träger, und die Strahlen p, a, p', 7, p”, q” die alten 
Kernelemente. Werden die Ebenen, welche die Strahlen p, q, x u. s. f. pro- 


jieiren (vergl. Fig. 8), bezw. durch 7, z, & u. 8. f. bezeichnet, so erhält man 


durch Anwendung des Sinussatzes auf die Dreikante 0, apr und o, arg, u. 8. f.: 
(S 

sin(a,p) sin(a’,p’) sin(a”,p') 

sin(a,g) sin(a',q’) sin(a’,q”) 


(O«e\ Rn 
(9 .) / — 


Bei dem umgekehrten Ueberganz von den Ebenenbüscheln zu den 
Strahlenbüscheln durch Sehnitt sind die Ebenen der Strahlenbiüschel &. &. &' 


! ! 2 


die neuen Träger, die Ebenen 7, z, ı, zZ, ı’, <’ die alten Kernelemente, 


und man hat: 


(9) & = z 


sin(&,r) sin(e, rn’) sin(e", m’ 
sın(&,x) sin(eE,x#) sin(E',x«') 

Beim Uebergang von Punktreihen zu Ebenenbüscheln kommen die 
Entfernungen der Kernpunkte der Punktreihen von den Axen der Ebenen- 
büschel —, beim umgekehrten Uebergang von Ebenenbüscheln zu Punkt- 
reihen die Winkel, welche die Kernebenen der Ebenenbüschel mit den Axen 
der Punktreihen bilden, in Betracht. (Zum Beweise des Satzes für diese 
Fälle nehme man die Vermittlung von beiderseits perspectivischen Strahlen- 
büscheln zu Hülfe und combinire die zwei Gleichungen (8°) und (9°.), bezw. 


(8.) und (9.) 


$ 6. 
Fortsetzung. Die Fluchtelemente. Construction trilinearer Strahlenbüschel und Ebenenh 
Bei drei trilinearen Strahlenbüscheln und Ebenenbüscheln spielen die 
Y a) . re. . - un * 
Strahlen, bezw. Ebenen, welche die Winkel zwischen den positiven Rich- 


Dr 


«) 
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tungen je zweier Kernelemente und deren Nebenwinkel halbiren, eine ähn- 
liche Rolle wie bei den trilinearen Punktreihen die Mittelpunkte der Kern- 
strecken und die unendlich fernen Punkte. 

Durch die Gleichungen: 

sin(p,u) _ sin(p/,v') __ sin(p",w) _ 5 

sin(u,g) sinw,q) sinw”,a”) 
sind die drei Fluchtelemente u, v’, w" bestimmt, von denen jedes mit den 
Ilalbirungselementen der Kern-Winkel der zwei andern Büschel —, sowie 
mit den Halbirungselementen der zwei Kern-Nebenwinkel ein Tripel zuge- 
ordneter Elemente bildet. 

In dem speciellen Fall, wo die Charakteristik den Werth +1 hat, 
bilden die drei Halbirungselemente der Kern-Winkel unter sich, und ferner 
jedes derselben zusammen mit den Halbirungselementen der Kern-Neben- 
winkel der zwei andern Büschel ein 'Tripel zugeordneter Elemente. 

In dieser speciellen Beziehung (Ceva-Beziehung) stehen insbesondere 
drei in einer Ebene liegende Strahlenbüschel, von denen je drei durch den 
nämlichen Punkt gehende Strahlen einander zugeordnet sind *), vorausge- 
setzt, dass in jedem Büschel die positiven Richtungen der Kernstrahlen vom 
Centrum nach den ÜUentren der zwei andern Büschel zielen. Die Summe 
der drei Kernwinkel beträgt in diesem Fall zwei Rechte. 

Hat die Charakteristik den Werth —1, so bilden die Halbirungs- 
elemente der drei Kern-Nebenwinkel unter sich, und ferner jedes derselben 
zusammen mit den Halbirungselementen der Kern-Winkel der zwei andern 
Büschel ein Tripel zugeordneter Elemente. Insbesondere stehen in dieser 
speciellen Beziehung (Menelaos- beziehung) drei in einer Ebene liegende 
Strahlenbüschel, die so auf einander bezogen sind, dass je drei Strahlen, 
deren Schnittpunkte mit den Verbindungslinien der drei Centren in gerader 
Linie liegen, einander zugeordnet sind **) (unter der nämlichen Voraussetzung 
wie oben betreffs der positiven Richtungen der Kernstrahlen). Auch hier 
beträgt die Summe der drei Kernwinkel zwei Rechte. 

Die Construction dreier in einer Ebene liegender allgemein -tri- 
linearer Strahlenbüschel o, 0’, 0’, welche durch die Kernstrahlen p, q, p', 


Vergl. Chasles, Traite de Geom. super., Nr. 365 (unter Berücksichtigung der Fuss- 
note auf S. 27 in Betreff des Vorzeichens). 


**), Vergl. Chasles, Traite de Geom. super., Nr. 363 (unter Berücksichtigung der 
Fussnote auf 8. 27). 
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7, pP”, q’ nebst einem Tripel zugeordneter Strahlen a, a‘, a’ gegeben sind, 
kann durch Vermittlung dreier Hülfsstrahlenbüschel »®, », »" erfolgen, 
welche unter sich in der Ceva-Beziehung stehen, und von denen jedes zu 
einem der gegebenen Strahlenbüschel o, 0, 0" perspectivisch ist. Man kaun 
z.B. (vergl. Fig. 9) die Schnittpunkte von p und p, p und p”, p’ und y 
als Hülfscentren ®, ®', ®" benützen. Zieht man dann nach einem belie- 
bigen Punkt A die Strahlen A, wA, » A, so stellen diese ein Tripel zu- 
geordneter Strahlen der Hülfsstrahlenbüschel vor. Ordnet man nun die drei 
Strahlen ww”, wow, ®A des Büschels » bezw. den Strahlen p,. a. a des 
Büschels o projectivisch zu, so liegen beide Büschel perspeetivisch, da sie 
das erste Strahlenpaar entsprechend gemein haben. Die zugehörige Per- 
spectivitätsaxe ergiebt sich als Verbindungslinie der Schnittpunkte z und « 
der zwei andern Strahlenpaare. In analoger Weise findet man die Per- 
spectivitätsaxen za und z«' für die zwei Strahlenbüschel » und 0’, bezw. 
o" und 0’. — Um nun beliebige weitere 'T'ripel zugeordneter Strahlen der 
Büschel 0, 0’, 0" zu bestimmen, zieht man nach einem beliebiren Punkt A 
Strahlen von », ®, w", markirt deren Schnittpunkte mit den bezüglichen 
Perspeetivitätsaxen und zieht nach ihnen Strahlen von o, o', 0". 

Die Uebertragung der besprochenen Construetionen auf Ebenen- 
büschel bietet keine Schwierigkeit. 


Sd. 
Die einzelkernie-trilineare Beziel 


Eine besondere Gattung der trilinearen Beziehung dreier Punktreihen 
wird dadurch bedingt, dass bei orientirter Lage die drei Projeetionseentren 
0, 0°, 0” in gerader Linie liegen (vergl. Fig. 10a). Es fallen alsdann in 
jeder Punktreihe die zwei Kernpunkte in einen einzigen Punkt zusammen. 
welcher durch den Schnitt der betreffenden Punktreihe mit der Geraden 000 
bestimmt ist. Wir bezeichnen daher diese Gattung als einzelkernig-trilineare 
Beziehung im Gegensatz zu der allgemeinen oder doppelkernig - trilinearen 
Beziehung. 

Herr Schubert hat bereits auf diesen Specialfall unter der Bezeich- 
nung „Ausartung 7“ hingewiesen *). 


Die drei Kernpunkte p, p’, p” stellen wieder singuläre Punkte vor 


")S8.2.20.87. 
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von der Eigenschaft, dass, wenn von einem Tripel zugeordneter Punkte einer 
in einen Kernpunkt fällt, stets ein zweiter ebenfalls in einen Kernpunkt 
fallen muss, während der dritte zugeordnete Punkt unbestimmt wird. Denn 
fällt z. B. x nach p (vergl. Fig. 10a), so muss der Punkt X, dessen drei 
Projectionen z, x, x" vorstellen, in der Geraden 00'0" liegen. Im all- 
gemeinen wird dann ©’ nach p‘, x’ nach p” fallen. Wird aber X speciell 
in 0” angenommen, so fällt x’ nach p’ und wird x” unbestimmt. 

Denjenigen Punkt jeder Punktreihe, welcher den unendlich fernen 
Punkten der zwei andern Punktreihen zugeordnet ist, nennen wir wieder 
den Fluchtpunkt der betreffenden Reihe und bezeichnen die drei Fluchtpunkte 
wieder durch «, v', w". 

Um die Grundrelation der einzelkernig-trilinearen Verwandtschaft 
aufzustellen, liegt es nahe, in jeder Punktreihe den Kernpunkt und den 
Fluchtpunkt als Grundpunkte zu benützen. Da man jedoch bei Verwendung 
der Fluchtpunkte die Grundrelation zunächst nieht in projeetivischer Form 
erhalten würde, und da sich die betreffende Relation nicht auf den Speecial- 
fall erstreeken würde, wo die drei unendlich fernen Punkte einander zuge- 
ordnet sind, so benützen wir statt der drei unendlich fernen Punkte und der 
drei Fluchtpunkte besser sechs Punkte von allgemeiner Lage, die aber unter 
einander in dem nämlichen Zusammenhang stehen wie jene. 

Die drei unendlich fernen Punkte und die drei Fluchtpunkte bilden 
zusammen drei Tripel zugeordneter Punkte. Sechs in dieser Art unter ein- 
ander verbundene Punkte wollen wir allgemein ein Sextupel zugeordneter 
Punkte nennen. Ein solches besteht aus 3 Hauptpunkten, von welchen in 
jeder Punktreihe einer beliebig angenommen werden kann, und den 3 Neben- 
punkten, welche aus den drei Hauptpunkten dadurch hervorgehen, dass jeder 
mit zwei Hauptpunkten ein Tripel zugeordneter Punkte bildet. Bei orientir- 
ter Lage der drei Punktreihen stellen die sechs Punkte des Sextupels die 
Projeetionen von drei Punkten S,, S;, S, vor (vergl. Fig. 10a), und es mögen 
nun die sechs Sextupelpunkte so bezeichnet werden, dass jeder denselben 
Index erhält wie der Punkt der Ebene, von welchem er eine Projeetion 
repräsentirt. Demgemäss seien die drei Hauptpunkte: s., 83, 83, die drei 
Nebenpunkte: s;, s;, &. Es bilden dann je drei solche Punkte, welche 
denselben Index, aber verschiedene Accente tragen (also: 8.8185, 812838). 
838385), ein Tripel zugeordneter Punkte. 


2 


‘s sei nun x, x, x’ ein beliebiges 'Tripel zugeordneter Punkte. 
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zu drei einzelkernig-trilinearen Punktreihen einzeln projeetivisch sind, unter 
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Wir suchen eine Beziehung zwischen den drei Kernpunkten, den sechs 
Punkten des Sextupels und den drei Punkten des Tripels x, «', © 

Zu diesem Zwecke betrachten wir eine zu der ebenen Figur 10a 
eollineare, in welcher die der Linie 00'0” entsprechende Gerade ins Un- 
endliche fällt. Diese collinear verwandte Figur ist in Fig. 105 dargestellt. 
Die einzelnen Punkte sind in ihr mit den gleichlautenden griechischen Buch- 
staben bezeichnet. Sie giebt dieselben Verhältnisse, welehe Fig. 10a für 
die centralprojectiv-trilineare Beziehung veranschaulicht, für die parallelpro- 
jectiv-trilineare Beziehung wieder. In der letzteren fallen die Kernpunkte 
ins Unendliche. 

Da nun je zwei entsprechende Doppelverhältnisse in beiden Figuren 
gleich sind, so hat man: 


c {4 
2 ” O,, 0 
(PS125;R) u (% 0,3038) = 2 =, 
a 0,0, ; 0,, 0; 
! .; 
f4 \ Ei 4 ! 5# & 
10.) (ps, 2) = —= 
\ s \ 23°21* r m 
0 ‚0, 
" cı 
a ea Ö,,< 
\p 5319 T ) on 7 en 
; 0,,0, 





Bezeichnet man in Fig. 105 den Schnittpunkt von &Z mit IS, 
durch 7, — von EZ mit &,3, durch , 


von EE mit 3,3, durch 


es 


zieht man ferner 7"{ parallel 7) und bemerkt, dass dann Ü'E&, = nn’ ist, 
so ergiebt sich: 


r zZ u y a) 

0,5 1 > Dr u. ze ar 

‚3 ! Bu 3 == L; [j ©: . 3 7 L v 

Os 0, 0, 3 0' €); 0), 2,2, 2,2, 2,2 
I „’ 5° gs on 
nz 4 =; ; # -,> Een hass 
yvy | u are 
ch ha TE u r.. 

oder 
(11) az 
. av a 
0,6 0, ,0' Ge 


Dies ist die Grundrelation für die parallelprojectiv-trilineare Be- 
ziehung dreier Punktreihen. 

Aus ihr ergiebt sich vermöge der Gleichungen (10.) die Grundrelation 
für die allgemeine einzelkernig-trilineare Beziehung: 


(12.) (Pr) + Pete re) = l. 


Aus dieser Gleichung folgt zunächst, dass drei Punktreihen, welche 
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sich ebenfalls in einzelkernig-trilinearer Beziehung stehen. Dagegen kann 
man von doppelkernig-trilinearen Punktreihen zu einzelkernigen oder 
umgekehrt nieht durch projectivische Transformation gelangen. 

Gleiehung (12.) vereinfacht sich wesentlich, wenn man als Haupt- 
punkte $), 83, 85, des Sextupels die unendlich fernen Punkte der drei Punkt- 
reihen wählt; die Nebenpunkte s,, s;, s fallen. dann in die Fluchtpunkte 
“„,e, w, und die Gleichung (12.) geht über in die folgende Fluchtpunkt- 
relation der einzelkernig-trilinearen Beziehung: 

(13.) pu is p'v' 1 p" w" | 


' 


px „ea „a 
Diese Umiormung ist jedoch nicht mehr angängig in dem Special- 
fall, wo die unendlich fernen Punkte der drei Punktreihen einander 
zugeordnet sind, also die Fluchtpunkte ins Unendliche fallen. Dies findet 
statt, wenn die Axen der drei Punktreihen parallel zu den nach irgend 
einem Punkt U der Ebene gehenden Strahlen OU, O'U, O"U sind, also 
insbesondere, wenn (wie in Fig. 11*)) die Axen unter sich parallel sind. 

Um für diesen Speeialfall eine mit Gleichung (13.) analoge Form 
der Grundrelation zu erhalten, wählen wir als Hauptpunkte s,,, s, s;, bezw. 
die Punkte ©, ® und einen beliebigen Punkt r»’. Die Nebenpunkte s; 
und s, (welche bezw. den Punkten x’, »” und x, n’ zugeordnet sind) 
mögen dureh / und m’ bezeichnet werden; der Nebenpunkt s; (welcher », 
x zugeordnet ist) wird ©”. Gleichung (12.) geht alsdann über in die 
folgende: 

| (pxle)+(po'me)+(p'n" "ec" = 1, 
woraus sich ergiebt: 
m! na 
4) rwerger? 

Diese Relation findet sich in etwas anderer Form, bezogen auf eine 
der Erzeugung durch Schnitt entsprechende Figur, schon bei Poncelet **). 
Wir kennzeichnen daher den vorliegenden Speeialfall durch die Bezeichnung 
Poncelet-Beziehung. 

Fig. 11 zeigt die geometrische Bedeutung der drei Grössen pl, pm‘, 


*) Dass in Fig. 11 die Axen senkrecht zu der Centralen 00'0" angenommen sind, 
ist für die gegenwärtige Betrachtung bedeutungslos. 


w) S, Traite des propr. pro]. II. »1. 
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p'n", deren Verhältnisse stets dieselben sind, wie auch der Punkt » ge- 
wählt werden mag. 

Aus der Relation (14.) folgt ferner, dass, wenn x, x, x ein Tripel 
zugeordneter Punkte bilden, auch je drei Punkte, deren Abseissen den Ab- 
seissen von z, x', x” proportionirt sind, einander zugeordnet sind. Drei 
solche unter sich ähnliche Reihen von zugeordneten Punkten bilden bei 
orientirter Lage mit parallelen Axen die Projeetionen einer zu den Axen 
parallelen Punktreihe. 


$ 8. 
Construction einzelkernig-trilinearer Punktreihen. 

Aus den Grundrelationen (12.) und (13.) folgt, dass die einzelkernig- 
trilineare Beziehung zwischen drei Punktreihen bestimmt ist, wenn die 
drei Kernpunkte und ein Sextupel zugeordneter Punkte —, oder wenn die 
drei Kernpunkte und die drei Fluchtpunkte gegeben sind. Da ein Sex- 
tupel zugeordneter Punkte drei Tripel in sich schliesst, so folgt ferner: Die 
einzelkernig-trilineare Beziehung ist bestimmt aus den drei Kernpunkten 
und drei Tripeln zugeordneter Punkte. 

Sind bei der letzteren Bestimmungsart aa’a”, bb'b", cec’e' die drei 
gegebenen 'Tripel, so kann die Bestimmung weiterer Tripel zugeordneter 
Punkte zx'x’ dadurch erfolgen, dass man zunächst ein Sextupel ermittelt. 


Dies geschieht, indem man von den gegebenen Tripelpunkten vier geeig 


+ 


ICIe 


! 


als Sextupelpunkte wählt, z.B. a, a’, b" als Hauptpunkte s,,, s,,. s,,. mit 
a als Nebenpunkt s,. Stellt man alsdann die Grundrelation (12.) für die 
zwei Tripel 5b’b" und cc’c" (an Stelle von zx’x”) auf, so erhält man zwei 
Gleichungen zur Bestimmung der noch fehlenden zwei Nebenpunkte s, und s,. 

Auf econstructivem Wege erfolgt die Bestimmung beliebiger Tripel 
zugeordneter Punkte wieder dadurch, dass man die drei Punktreihen in 
orientirte Lage bringt, was auf mannigfaltige Weise geschehen kann: 

Sind die drei Kernpunkte und ein Sextupel gegeben, so können die 
Punkte $,, S,, S, sowie die Gerade 00'0" der Fig. 10a willkürlich ge- 
wählt werden; hierdurch bestimmen sieh zunächst die drei Uentren 0, 0', 0 
worauf die Punktreihen [, (', (’ so in die drei Strahlenbüschel 0, 0, 0 
hineingelegt werden, dass die in jeder Reihe gegebenen drei Punkte in 
die ihnen entsprechenden Strahlen zu liegen kommen. 

Sind die drei Kernpunkte und drei Tripel zugeordneter Punkte 
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aaa, bb'b", cc'c’ gegeben, so kann man eine Örientirung auf folgende 
Weise erreichen: Man legt die drei Punktreihen so (vergl. Fig. 12), dass 
die drei Kernpunkte p, p’, p" in gerader Linie liegen, und ferner, dass z. B. 
a mit a und 5b mit 5’ zusammenfällt. Verbindet man nun Punkt a (= a) 
mit a’, und Punkt 5b (=5") mit b’, so schneiden diese Verbindungslinien 
die Gerade pp’'p" bezw. in den Punkten 0” und 0’. Zieht man endlich 
O’c' und O”c’, welche sich in C schneiden, und verbindet C mit c, so 
schneidet die Verbindungslinie die Gerade pp’ p’ im Punkt 0. 

Die Poncelet-Beziehung ist, wie aus Gleichung (14.) folgt, durch die 
drei Kernpunkte und zwei Tripel zugeordneter Punkte aa’a’ und bb’b’ be- 
stimmt. Um bei soleher Bestimmung die drei Punktreihen in orientirte 
Lage mit parallelen Axen zu bringen, legt man (vergl. Fig. 13) zunächst 
zwei Punktreihen [ und [' beliebig unter sich parallel und nimmt auf der 
Verbindungslinie pp’ die Centren O und 0’ willkürlich an. Hierauf zieht 


man Oa und O’a, die sich in A schneiden, — Ob und O'b‘, die sich in B 

schneiden, zieht durch A die Parallele zu (, welche die Centrale 00° in 
h > a nA p'a' . 

schneidet, und bestimmt auf nA einen Punkt 5% so, dass —— = ist. 


AB u" 
Endlich zieht man BP, welche die Gentrale in 0” schneidet, zieht OA, 
und legt die Punktreihe [” parallel zu [ und ( so in das Strahlenbüschel 
0" hinein, dass die drei Punkte p”, a’, b’ bezw. in die Strahlen O’n, O07A, 
05 fallen. 


j 


$9. 
Einzelkernig-trilineare Strahlenbüschel und Ebenenbüschel. 
Drei Grundgebilde erster Stufe, welche zu drei einzelkernig-trilinearen 
(Grundgebilden projeetivisch sind, stehen zu einander in einzelkernig-tri- 
linearer Beziehung. Die Grundrelation (12.) überträgt sich auf einzelkernig- 


trilineare Strahlenbüsehel und Ebenenbüschel in der Art, dass an Stelle der 


Doppelverhältnisse die Sinusdoppelverhältnisse zwischen den entsprechenden 
Strahlen, bezw. Ebenen treten. 

Wählt man als Hauptelemente des Sextupels diejenigen Strahlen, 
bezw. Ebenen, welche zu den Kernelementen rechtwinklig sind, und be- 
zeiehnet die Elemente, welche je zweien derselben zugeordnet sind, durch 
11, v’, mw’, so vereinfacht sich die Grundrelation zu der folgenden: 


te(p,u) , te(p',v) , telp”, mw’) 
tepn) " telpı re) " tE@",r”) 


(15.) 


1: 
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Bi Erik hie ek Fl a ie Ba ad rede 
aa erg et aa DER In > Be al a a TR a a I 
Dana Dr 7,05 5 und; > 0W 2 Be i “B ® 
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In dem Fall, wo die drei rechtwinkligen Elemente einander zuge- 
ordnet sind, erhält man für die Grundrelation die Form: 
(16.) te(d, ) % tgcp', m’) = tg(p", m") n 
tg(p, r) tg(p', X) ep”, x") 
wo die Bedeutung der drei Elemente [, m’, m derjenigen der drei Punkte 
I, m', n' in Gleichung (14.) des $ 7 analog ist. 


), 


In dieser speciellen einzelkernig-trilinearen Beziehung (Poncelet- 
Beziehung) stehen insbesondere drei in einer Ebene liegende Strahlenbüschel. 
deren Centren in gerader Linie liegen, und von deren Strahlen je drei 
durch einen Punkt gehende einander zugeordnet sind. In Fig. 11 repräsen- 
tiren O, 0°, 0” drei solche Strahlenbüschel: die Kernstrahlen fallen mit der 
Linie 00'0" zusammen, die reehtwinkligen Strahlen werden durch OS8,. 
0'S,, 0"S,, die Strahlen [, m’, ı” bezw. durch OL, O'm', O"’n’ vorgestellt. 


Gleichung (16.) kann auch auf die Form gebracht werden: 


-. oO" 0"O O0 
£37.) + a (), 
\ / te(p, Y) ta(p, v') | te(p”, Y) 
Ss 10. 
Die’Sextupelrelation und Fluchtpunktrelation für die doppelkernig-trilineare B 


Die in $ 7 direet abgeleiteten Grundrelationen (12.) und (15.) der 
einzelkernig-trilinearen Beziehung lassen sich auch aus der Grundrelation 
(2.) der doppelkernigen Beziehung durch Speeialisirung herleiten. Es 
existiren nämlich zu den Relationen (12.) und (13.) auch für die doppel- 
kernige Beziehung Analoga, welche freilich nieht symmetrisch gebaut und 
daher von geringerer Tragweite sind. Sie ergeben sich aus der Grund- 
relation (2.) auf folgende Weise: 


Gleichung (2.) kann zunächst in der Form geschrieben werden: 


! N 7} m L 7 win Ne v/ L | Ai „' Zn r N R] ‚ 
pr. pz.(pqH+g=r) = Clap+pg)lap-+pg)eg 


oder: 
. \/r'a’ 1 / p"q" 
(18.) (= ER 101 2 cin BR 3 EHEN z 
air, px l 7 1) + \g'a" L j 
Nun folgt aus Gleichung (6.): 
C+1 ee gt" BD 
BE: EI BA ee. 
pu ( p'v ( g'w 3 


woraus: 
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C+1 
P1 = C pu, 
(19,) ir ehe 
p"g" = (CH Dg"w”. 


Setzt man diese Werthe in die Gleichung (18.) ein, so ergiebt sich: 
(20.) BR EEE RN, 
px p'x q"’x Ü pz2 pe 

Dies ist nun die zu Gleichung (13.) analoge Fluchtpunktrelation für die 
doppelkernige Verwandtschaft. Die darin vorkommenden drei Kernpunkte 
p, pP, g° sind solche, welche zusammen ein Tripel zugeordneter Punkte 
repräsentiren Können (ein Kernpunkt, sein gegnerischer und sein correspon- 
dirender). Geht die doppelkernige Verwandtschaft in die einzelkernige über, 
so fallen in jeder Punktreihe die zwei Kernpunkte zusammen; daher wird 
vermöge der Gleichungen (19.): 

= -Il, 


mit welehem Werthe die Relation (20.) in die Form (13.) übergeht. 

Ist die doppelkernig-trilineare Beziehung gegeben durch die drei 
Kernpunkte p, p, q', die drei Fluchtpunkte a, v’, w’ und die Charakte- 
ristik C, so bestimmen sich die drei übrigen Kernpunkte aus den Glei- 
chungen (19.). 

Aus der Fluchtpunktrelation (20.) ergiebt sich des weiteren ver- 
mittelst projeetivischer Transformation die (zu Gleichung 12 analoge) Ser- 
Iupelrelation der doppelkernigen Verwandtschaft: 

(21) (Ps2s52)+(pPs3he)+g su E) = Kips.s2)(psssr)+1. 

Hier bedeuten wieder $, 83, #3 die Hauptpunkte, s;, si, s/ die 
Nebenpunkte eines Sextupels zugeordneter Punkte. K ist eine ÜUonstante, 
deren geometrische Bedeutung durch die Beziehung: 


(22.) K = (ps2985) = (p'saqQ sı) = (p'suq s:) 


ausgedrückt ist, welehe sich aus den Gleichungen (19.) mittelst projecti- 


vischer Transformation ergiebt. 

Fallen die zwei Kernpunkte in jeder Punktreihe zusammen, das 
heisst: geht die doppelkernige Verwandtschaft in die einzelkernige über, 
so wird K=0, wodureh Gleichung (21.) in die Form (12.) übergeht. 

Ist die doppelkernig-trilineare Beziehung gegeben durch die drei 
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Kernpunkte p, p', q’, ein Sextupel zugeordneter Punkte und die Constante 
K, so bestimmen sich die drei übrigen Kernpunkte aus den Gleichungen 
(22... Um die Charakteristik C zu ermitteln, kann man die Grundrelation 
(2.) auf drei zugeordnete Punkte des Sextupels, z. B. s1., 83, s,, anwenden 
und in der hierdurch erhaltenen Gleichung 
0 = Bin Hi wo 
s.4 S,, q 5,4 
die aus den Gleichungen (22.) bestimmten Werthe der drei Quotienten ein- 
setzen. Man erhält alsdann: 
(k P% +1) (K P'sı 1) 
(23,) RER Bit Ir u. u 
. # Fl + 
$ 11. 
Auseeartete trilineare Beziehung. 

Von den in mannigfacher Weise auftretenden Ausartungen der tri- 
linearen Beziehung sei hier nur ein Fall hervorgehoben, der sich im fol- 
senden bemerkbar machen wird, und welchen auch bereits Herr Schubert 
unter der Bezeichnung „Ausartung &* erwähnt *). 

Er entsteht dadurch, dass ein Projeetionseentrum, z. B. 0, auf der 
zugehörigen Axe f selbst liegt (vergl. Fig. 14). Es fallen dann die zwei 
Kernpunkte p und q mit O zusammen. 

Sowohl aus dieser geometrischen Definition als aus der Grund- 
relation (2.) geht unmittelbar hervor, dass alsdann der eine Kernpunkt von 
[, in welchem p und q vereinigt sind, jeden zwei beliebigen Punkten x’ 
und x” von [ und [” zugeordnet ist. Ferner sind die Punkte der Punkt- 
reihen U und [”, sofern beide von 0’ und 0” aus auf die Punktreihe [ per- 
spectivisch bezogen werden, projeetivisch gepaart, und jedem Paar ent- 
sprechender Punkte z', x" ist jeder beliebige Punkt x von [ zugeordnet. 


S In 
Zugeordnete Strahlenbüschel in drei projeetiv-trilinearen ebenen Systemen. 
Wir wenden uns nunmehr wieder zu der Betrachtung der Eigen- 
schaften dreier projectiv-trilinearer ebenen Systeme und untersuchen den 


*)S.2.2.0. 87. 
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Zusammenhang, der in denselben zwischen drei zugeordneten Strahlen- 
büscheln stattfindet. 

Denken wir uns die drei Systeme in räumlich-orientirter Lage, so 
können drei zugeordnete Strahlenbüschel a, a, a’ aufgefasst werden als 
die Projeetionen eines räumlichen Strahlenbündels A. Schneiden nun irgend 
drei zugeordnete Strahlen x, r, x, welche die Projeetionen eines Strahls X 
des Biündels A vorstellen, die betreffenden Hauptaxen in den Punkten 
x, x, =, so repräsentiren x, x, x" die Projeetionen des Punktes X, in 
welchem der Strahl X die Ebene der Hauptaxen schneidet, und bilden so- 
mit ein 'Tripel zugeordneter Punkte. Dasselbe gilt für sämmtliche Punkte- 
tripel x, x’, x”, in welchen je drei zugeordnete Strahlen r, r, x der drei 
Büschel die Hauptaxen schneiden. Da aber diese Punktetripel drei trilineare 
Punktreihen bilden, so sind (nach $ 5) auch die sie projieirenden Büschel 
trilinear. Man hat also den Satz: 

In drei projectiv-trilinearen ebenen Systemen stehen drei zugeordnete 
Strahlenbüschel in trilinearer Beziehung. der: Drei Strahlenbüschel, welche 
irgend drei Projectionen eines Strahlenbündels vorstellen, stehen in trilinearer 
Beziehung. 

Bei allgemeiner Lage der Uentren a, a’, a’, wie sie im vorange- 
henden stillschweigend angenommen wurde, ist die trilineare Beziehung der 
zugeordneten Strahlenbüschel eine doppelkernige Für jedes Büschel 
bilden die durch die zwei Kernpunkte der betreffenden Ebene gehenden 
Strahlen die Kernstrahlen. 

In dem Falle, wo die drei Centren in den drei Hauptaxen liegen, 
fallen in jedem Büschel die zwei Kernstrahlen zusammen, und die trilineare 
Beziehung der Büschel wird eine einzelkernige. 

Der Beweis hierfür kann in folgender Weise geführt werden: 

a, a, a (vergl. Fig. 15) seien die Centren der drei Strahlenbüschel, 
A sei der Punkt, dessen Projectionen sie vorstellen, x, x, x seien drei zu- 
veordnete Strahlen der drei Büschel. Derjenige Strahl des Bündels A 
dessen Projeetionen rt, x, X repräsentiren, möge die Projeetionsebene S in 
X schneiden. Dann muss X jedenfalls auf dem Strahl x liegen. Ferner 
muss X auf den zwei Linien liegen, nach welchen die durch 0’ und 0" 
gelegten projieirenden Ebenen von AX die Ebene S schneiden. Diese 
Linien finden sich aber leicht wie folgt: Schneidet der Strahl r' den Grund- 
schnitt g,, in s,, und schneidet 0'a die Hauptaxe pg in c,, so ist sc, die 
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Sehnittlinie der projieirenden Ebene durch 0’; entsprechend ist, wenn r” den 
Grundschnitt 9. in 5, —, und wenn O’a” die Hauptaxe pg in c, schneidet, 
$;6, die Schnittlinie der projieirenden Ebene durch 0". Es müssen sich 
also die drei Linien r, c,s,, &s, in dem nämlichen Punkt X schneiden. 
Betrachtet man nun andere und andere 'T'ripel zugeordneter Strahlen r. r, r”. 
so bleiben die Punkte a, c,, ec, unverändert, nur die Richtungen der durch 
sie gehenden Linien x, cs, &s, ändern sich, jedoch so, dass sie sich immer 
in einem Punkt X schneiden. Hieraus und aus dem Umstande, dass die 
Punkte a, c,, & in gerader Linie liegen, folgt (vergl. $ 9, Schluss), dass 
die von den drei Linien rt, c,s,, &s, gebildeten Strahlenbüschel in einzel- 
kernig-trilinearer Beziehung, und zwar in der Poncelet-Beziehung, stehen. 
Nun ist aber das Strahlenbüschel e, perspectivisch zum Strahlenbüschel «. 
und das Büschel e, perspectivisch zum Büschel @’. Daher sind die drei 


Strahlenbüschel a, a, «' zu einander allgemein einzelkernig-trilinear. 


$ 13. 
Fortsetzung. Besondere Fälle. 

Es bleiben noch die besonderen Fälle zu betrachten, wo die Uentren 
der drei zugeordneten Strahlenbüschel in Kernpunkte fallen. Liegt ein 
Centrum in einem Kernpunkte. so muss stets auch noch ein zweites in 
einen Kernpunkt fallen, und zwar entweder in den correspondirenden oder 
in den gegnerischen. 

1) Nehmen wir zuerst den Fall, dass zwei (Üentren, z. B. « und a’ 
in die correspondirenden Kernpunkte p und g’ fallen (vergl. Fig. 16). 
Das dritte Centrum a kann dann jede beliebige Lage in der Ebene 8 
haben. Um zu irgend zwei Strahlen r, r' der Büschel p’', q’ den dritten 
zugeordneten des Büschels « zu finden, bestimmt man zu irgend zwei zu- 
geordneten Punkten z, x’ von r, x" den dritten zugeordneten x. Dann stellt 
die Linie ar den dritten zugeordneten Strahl x vor. Lässt man die Strahlen 
Y und r” variiren, so ändert sich auch der Punkt z und mit ihm der Strahl 
rt, und man erkennt, dass die Strahlen az, qx, px drei Strahlenbüschel a, 
q, p bilden, welche in specieller doppelkernig-trilinearer Beziehung (Ceva- 
Beziehung, vergl. $ 6, Abs. 4) stehen. Da aber das Strahlenbüschel y per- 
spectivisch zum Strahlenbüschel p', und das Büschel p perspeetivisch zum 
üschel g” ist, so sind die drei Strahlenbüschel a, p', g’ zu einander all- 
gemein doppelkernig-trilinear. Die Kernstrahlen sind ap und ag, p'k 
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(vergl. Fig. 16) und p'g’, g’p" und g’k". — Liegt a auf der Hauptaxe pg, 
so wird die trilineare Beziehung einzelkernig, die Kernstrahlen fallen in 
die Hauptaxen. 

Es mag hiezu noch folgendes bemerkt werden: Als Projeetionen 
betrachtet, stellen die Punkte p' und g” die Projectionen des Punktes O aus 
den Projeetionscentren 0’ und O0” vor, die Linien x’ und x” bilden die Pro- 
jeetionen der durch 0 gehenden Geraden Oz. Es kommt nun lediglich auf 
die Definition des Begriffes „Projection einer geraden Linie“ an, ob man 
als Projeetion der Geraden Ox aus dem Projeetionscentrum O eine beliebige 
durch x gehende Gerade ar — oder den alleinigen Punkt x anerkennen 
will. Der ersteren Auffassung würde die obige Darstellung entsprechen, 
derzufolge den Strahlen x und x” der zwei Büschel p’ und g’ als zuge- 
ordneter Strahl im dritten Büschel a der Strahl ax entspricht. Bei der 
letzteren Auffassung dagegen würde den zwei Strahlenbüscheln p’ und g” 
der ebenen Systeme S’ und S” im dritten System S nieht wieder ein Strahlen- 
büschel, sondern eine Punktgruppe zugeordnet sein. Indessen kann man 
auch diese Punktgruppe zu den zwei Strahlenbüscheln in Beziehung setzen 
und diese Beziehung als trilinear bezeichnen, insofern die Punktgruppe, wie 
aus der obigen Betrachtung hervorgeht, aus jedem beliebigen Punkte a der 
Ebene durch ein Strahlenbüschel projieirt wird, das mit den Strahlen- 
büscheln p' und g’ trilinear ist *). 

2) Wir betrachten ferner den Fall, dass zwei Centren, z. B. a und 
a', in die zwei gegnerischen Kernpunkte g und p” fallen. Das dritte 
Centrum a kann dann jede beliebige Lage auf der Hauptaxe pg haben. 
Man erkennt leicht, dass in diesem Falle einerseits irgend zweien Strahlen 
Y und x” der Büschel g’ und p” stets derselbe in die Hauptaxe pg fallende 
Strahl des Büschels a zugeordnet ist, während andererseits die Strahlen x 
und x (als entsprechende Strahlen in den zwei gegnerischen Kernstrahlen- 
büscheln) projeetivisch gepaart sind, und jedem Paar entsprechender Strahlen 
Y und x" jeder beliebige Strahl r von a zugeordnet ist. Die drei Strahlen- 
büschel a, q’, p” stehen demnach in der in $ 11 erwähnten ausgearteten 
trilinearen Beziehung. 

3) Schliesslich wäre noch der Fall ins Auge zu fassen, dass alle 
drei Centren in Kernpunkte fallen. Dies ist nur so möglich, dass von 


*) Vergl. hierzu $ 14. 
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diesen drei Kernpunkten der eine der correspondirende, der zweite der 
gegnerische des dritten ist. Nehmen wir z. B. an, zwei Üentren liegen, 
wie im vorigen Fall, in den zwei gegnerischen Kernpunkten g und p”, 
das Centrum a aber, welches vorhin beliebig auf der Hauptaxe pg lag. 
falle jetzt speciell in den mit p" correspondirenden Kernpunkt q. Die Zu- 
ordnungsverhältnisse der Strahlen der drei Büschel bleiben alsdann ganz 
dieselben wie im vorigen Fall, die Büschel stehen in ausgearteter tri- 
linearer Beziehung. 


$ 14. 
EIS 

Hat man in drei projeetiv-trilinearen ebenen Systemen drei zuge- 
ordnete Punktgruppen und verbindet in jeder Gruppe auf entsprechende 
Weise einen mit allen übrigen, so bilden die Verbindungslinien drei tri- 
lineare Strahlenbüschel. Dieselben werden von irgend drei geraden Linien 
nach drei trilinearen Punktreihen geschnitten. Hieraus folgt: 

Drei projectiv-trilineare ebene Systeme werden aus irgend drei zuge- 
ordneten Punkten durch trilineare Strahlenbüschel projieirt und projieiren sich 
auf drei beliebige in ihren Ebenen liegende Aren als trilineare Punktreihen, 
welche doppelkernig oder einzelkernig oder ausgeartet sind, wenn die drei 
Projectionscentren allgemein —, oder wenn sie auf den Hauptaxen —, oder 
wenn zwei derselben in gegnerischen Kernpunkten liegen. 


(Fortsetzung folgt.) 
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Ueber eine lineare Differentialgleichung zter 


Ordnung mit einem endlichen singulären Punkte. 
(Von Herrn L. Pochhammer in Kiel.) 


Di. Differentialgleichung »ter Ordnung, welche den Gegenstand der 
nachfolgenden Untersuchung bildet, ist von Herrn Goursat in seiner Ab- 
handlung „Memoire sur les fonetions hypergeometriques d’ordre superieur“ 
aufgestellt worden*). Die Gleichung kann als ein Grenzfall der allge- 
meineren hypergeometrischen Differentialgleichung (mit zwei endlichen sin- 
eulären Punkten) angesehen werden, und lässt sich, wie diese, durch be- 
stimmte Integrale lösen. Sie hat den eindeutigen Ausdruck 

fg ee O1, O2 + On} €) = 
(1.) | 14 Un 2 a,(e@, +1)e,(@,+1)...@.-ı(@n-ı+1) 


ar ß, Er 1 1.2 0, (0, +1), (e, +1).. «On— ı (On- ı+1) 
der für beliebige NE Ehe von x convergirt, zum partieulären Inte- 


sral; ausserdem genügen derselben a—1 Producte aus je einer Potenz von 
r und einer Reihe von der Form (1.). 


x’+---inf., 


Wird die Reihe (1.) mit einem Producte aus gewissen Eulerschen 
Integralen multiplieirt, so geht sie in ein (a—1)-faches bestimmtes Integral 
über. Für »=3 besteht z. B., wie Herr Goursat angiebt, die Identität 


Se '(1-v)7 def er u) du = 


ii = 6 0 


E(a,o—o)E(P, o—B) + 


DV 


C+- u +D)Rd+D 2° + 3 
2.0(@+1)o(o+1) 


welche man durch Entwickelung der Kin e“” in die Potenzreihe be- 
weist; durch E(p,g) wird hier das Eulersche Integral erster Art 


(3.) E(p,g) = [ w(1-u)"du 


bezeichnet. 





nn 


Annales de l’Ecole Normale, Serie II, tome XII, 1853, p. 255. 
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In den nachstehenden Rechnungen wird auf die Lösung jener Diffe- 
rentialgleichung »ter Ordnung durch bestimmte Integrale näher eingegangen. 
Man findet, dass die Reihe (1.) nach Multiplication mit passenden Con- 
stanten sich auf mehrere verschiedene Arten als ein (n—1)-faches be- 
stimmtes Integral schreiben lässt. Diese Manmnigfaltigkeit der Darstellung 
der bezüglichen Functionen gestattet es, die Differentialgleichung »ter Ord- 
nung durch (»a—1)-fache bestimmte Integrale zu lösen, bei denen nur die 
(Grenzen wechselnde Werthe haben, während die zu integrirende Funetion 
in allen Integralen eine und dieselbe ist. Die Integration der Gleichung 
geschieht nach dem nämlichen Verfahren, welches der Verfasser in der 
Abhandlung „Ueber die Differentialgleichung der allgemeineren hypergeo- 
metrischen Reihe mit zwei endlichen singulären Punkten *)“ angewendet 
hat. Zwischen den hier abgeleiteten Resultaten und denen der letzteren 
Abhandlung besteht jedoch in so fern ein wesentlicher Unterschied, als 
man im Folgenden, um das vollständige System der Hauptintegrale der 
betrachteten Gleichung zu erhalten, auch gewisse geschlossene Integrations- 
wege für die bestimmten Integrale benutzen muss. Dies bewirkt, dass bei 
dem Uebergang zu den zugehörigen Potenzreihen die den Gammafunetionen 
analogen Integrale (mit geschlossenem Integrationsweg), welche H. Hankel 
zuerst behandelt hat**), als Multiplieatoren der Reihen auftreten. 

Die Gültigkeit der Lösung einer Differentialgleichung durch be- 
stimmte Integrale ist selbstverständlich an die Bedingung, dass diese Inte- 
grale convergiren, geknüpft. Es ist nun zu bemerken, dass bei der hier 
behandelten Differentialgleichung sich stets eonvergente bestimmte Integrale 
angeben lassen, die ihr genügen. Denn wenn die bestimmten Integrale mit 
einfacherem Integrationsweg, welche man zunächst findet, divergent werden, 
kann man an ihrer Stelle Integrale mit Doppelumlauf anwenden, in der 
Art, wie der Verfasser dies für die Differentialgleichung der Gaussschen 
hypergeometrischen Reihe ***) und für die lineare Differentialgleichung 


zweiter Ordnung mit linearen Coeffieienten f), auf welche die im Fol- 





*) Dieses Journal, Bd. 102, S. 76. 


**) „Die Eulerschen Integrale bei unbeschränkter Variabilität des Arguments“, 
Schlömilchs Zeitschrift für Math. u. Physik, Jahrg. 9, 1864. 


“") „Ueber ein Integral mit doppeltem Umlauf“, $ 3, Math. Ann., Bd. 35, S. 40 


und „Zur Theorie der Eulerschen Integrale“, $ 4, Math. Ann., Bd. 35, S. 490. 
y) Math. Annalen Bd. 36, S. 84. 


hi. 


7* 
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senden betrachtete Differentialgleichung sich im Fall » = 2 redueirt —, 
näher ausgeführt hat. 

Die in der Reihe (1.) vorkommenden Constanten bleiben im Uebrigen 
beliebig, nur soll keine der Grössen o,, e,—o, ganzzahlig sein. Durch 
diese Einschränkung schliesst man diejenigen Fälle aus, in denen die Diffe- 
rentialgleichung logarithmische Integrale besitzt. 

Den auf die Differentialgleichung »ter Ordnung bezüglichen Rech- 
nungen ist in $$ 1 und 2 die Behandlung der betreffenden Gleichung dritter 
Ordnung vorausgeschickt worden. In $ 2 werden die Integrale mit doppel- 
tem Umlauf, die für beliebige Werthe der Uonstanten convergent sind, ein- 
geführt. Der $ 3 enthält die Rechnungen, durch welche man die Inte- 
gration der Differentialgleichung »ter Ordnung auf die Lösung einer analog 
gebildeten Differentialgleichung (»—1)ter Ordnung redueirt. In $ 4 wird 
das System der (n—1)-fachen bestimmten Integrale, die der Gleichung »ter 
Ordnung genügen (und die als zu integrirende Function sämmtlich den in 
(78.) bezeichneten Ausdruck 2 enthalten), ermittelt, und der Zusammen- 
hang derselben mit den zugehörigen Potenzreihen festgestellt. 


65. 
Wird die Function y dureh die Differentialgleichung dritter Ordnung 


d’ j -2 ' d’ 
Karen] 
(3+2)(P+1 " B+1 „ d 
lea - Herr] ven 
o) 2) + 1 2127 8 1 7 
‚[er9one, (2) - 3 ae @)+ LE f(e)]y 











bestimmt, woselbst 5 eine Constante, f,(z) eine ganze Function vten oder 
niedrigeren Grades von x, und f(x), f, (z) ete. die Ableitungen von f,(x) 
bedeuten, so ist der Ausdruck 
5.) y = [ o-a) Var 
9 

für passende Werthe der Grenzen g, h, ein partieuläres Integral von (4.), 
falls die von v allein abhängige Funetion 3 der Differentialgleichung zweiter 
Ordnung 


ERW) _ AB) 


dv’ dv 


(6.) 


\ 


Hfe)B = 0 











Pochhammer, über eine lineare Differentialgleichung nter Ordnung. 53 


genügt”). Von den Grössen g, Ah, ist g, constant, Ah, entweder constant 
oder gleich x; dieselben müssen die Gleichung 
(7.) [N], = 0 
befriedigen, in welcher M, die Summe 
0 x a 1 (DR) 
8) MM = -B4)E-) HE B+E-) [HB 9] 
bezeichnet. Führt man an Stelle von ® eine andere Grösse V mittelst der 
Gleichung 
(9.) Be eV 


ein, wodurch die Function (5.) die Gestalt 
loj “ i L 5 
(10.) y= / (e-z)or"Vdv 


annimmt, so gilt für V die Differentialgleichung 


(11.) d’(0’=°f,(e)V) Fe def, (v 


J Gm . \ 
+vo"f,(v) = WU). 
dv’ dv ah fi(e)) ) 


Die Funetionen fi, f, /£ lassen sich derartig bestimmen, dass aus 
(11.) eine Differentialgleichung von der Form 





d’V Ri ei 
12. © -—(t—0) -aV=(, 
( ) dv‘ ( 0, dv Ä 
! ! Li iz - . . . . Y . 
wo «, o constant sind, erhalten wird. Man multiplieire die letztere Glei- 
9 | . Tr y ae; 
chung durch v’”°*' und setze hierauf die Coeffieienten von Taler und 
av“ UV 
V den entsprechenden Coefficienten in (11.) gleich. Dann findet man 
oe” f; (®) ae ©” Pen 
2d(v?-°f,(v)) “ 
3 _ a0 * än Mn); \.3-0+1 
gr > ve fle) = —(v—o)o 
La 1) v2 a CD), +e77f (®) = — a pr 
dv’ dv | er “+ ’ 


woraus 
(ke)=0, ke)=o+@Pß—g—-20+44)o, 
fı(e) e- (P—a«—0+2)0+ (P—0+ 1)(P—0—-0+2) 


iolgt. Man nenne « und o zwei Constante, welche mit den Constanten 


(13.) 


*) Cfr. $ 2 der oben erwähnten Abhandlung „Ueber die Differentialgleichung der 
allgemeineren hypergeometrischen Reihe etc.*, S. 84 des 102. Bandes dieses Journals. 
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«', 0’, o durch die Gleichungen 
(14.) a =0—0+l, 0 =9—o+l 


verbunden sind; dann nehmen die Gleichungen (13.), in denen statt vo das 
Argument x angewendet werden möge, die Gestalt 
Ko)=a), fa)= 2 +(2B-0-0+43)e, 
fı(@) = (B-a+l)a+B-e+1)(B-0+1) 
an. Durch Substitution dieser Werthe ergiebt sich aus (4.) die Differential- 
sleichung 
17 , d’y ER. 2 1 d’y 3441 dy 2 
( 9.) T de’ [2’-(e+0+ )=] de? +l(e+/ * )e-00] 7, +8 Y. 
Da nun die Gleichung (12.) durch einfache bestimmte Integrale lösbar ist, 
so führt die obige Rechnung zu particulären Lösungen der Differential- 
sleichung (15.) in Gestalt bestimmter Doppelintegrale. 

Integrirt man die Gleichung (15.) durch Reihen, die nach Potenzen 
von x aufsteigen, so findet man bei Benutzung der abgekürzten Bezeichnung 
} \ N EL. DE 2 A u 
(16.) ‚Fe, P; 0, 0; x) — 1+ 1.00 HI 13.0(0+1)0(0+1) x ++ 1nf. 

die Ausdrücke 


(17.) yı = F(e,P; 0,0; ®), 
(18.) 9 = z"Fla—o+1,P—e-+1; o—e+1,2—-0; e), 
(19.) % = 2" F(a—0o--H1,P—o+1; o-0+1,2—0; &) 


als particuläre Lösungen von (15.). Diese Reihen lassen sich, nach Hin- 
zufügung gewisser constanter Factoren, als Doppelintegrale schreiben, die 
in Bezug auf die zu integrirende Function übereinstimmen, und die sich 
aus dem Ausdruck (10.) ergeben. 

Für die Grösse V werden in (10.) nach einander zwei verschiedene 
particuläre Integrale der Gleichung (12.) substituirt. Bekanntlich lauten 
die Hauptlösungen der Differentialgleichung (12.) in Reihenform 


(20.) = F(a'; 0; 0) = Fla—o+1; e-0+1; v), 
21) &= vet Fla—eo +1; 2—0); v0) = vo "Fla—o+1; 0o—o-+1; o), 
wo F(e; go; v) den Ausdruck 


EIER « ME 4.4 
(22.) Fo; 0, v) = 1+- 1.0 o+ 1.2.0(0+1) + inf. 


bedeutet. Die Reihen (20.) und (21.) sind, abgesehen von constanten Fac- 


Be. 
B. 
2 
EB: 
K; 
# 
Si 
E- 
5 
= 
E 
PT. va 
Tu 
= 
Br 
= 
2 
Ei, 
IE 
\ 
S 
4 
Br: 
= 
o3 
Ei; 
b 
wi 
“= 
a 
a 
B\ 
E- 
5 
3 
2 
$ 
Ei 
i 
e 
P+ 
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toren, mit einfachen bestimmten Integralen identisch. Wird durch E(p, q) 
das Eulersche Integral erster Art 


E(p,g) = [ wu) du 
bezeichnet, so hat man für &, die Gleichung 
(23.) [erw uredu = (-N),E(@a-—o-+1,0—o). 


0 
Auch die Reihe &, lässt sich, nach Multiplication mit einer Constante, als 
ein Integral der Funetion 
(24.) e (u vu 

darstellen; man wendet dann für die Variable « einen geschlossenen Inte- 
grationsweg an, der bei —x beginnt und endigt, und der die Punkte » 
und O0 umschliesst. Zwischen dem so gebildeten Integral und der Reihe 
C, besteht die Gleichung *) 


= (2,0) EN 

(25.) / e (u) "u tdu = SG, I(0—o), 
woselbst unter /'(g) das Integral 

(26.) I‘gq) = [e u" du 


(das nur in formaler Beziehung von dem Hankelschen Integrale abweicht) 
verstanden wird**). Setzt man an Stelle von V die in (23.) und (25.) an- 
gegebenen bestimmten Integrale ein und nennt zur Abkürzung P(u,e, x 
die Function 


(27.) Plu,oe,z) = e-2) ve e ur 


so entsteht aus (10.) die Gleichung 


"a vn " 
ywoj/ do / b(u,e, x)du, 
q 0 


beziehungsweise 


v), /*(2.0) 
y> / dv / Du, v, z)du. 
9: —a 


*) Cfr. den Aufsatz des Verfassers „Ueber die lineare Differentialgleichung zweiter 
Ordnung mit linearen Coefficienten“, Math. Annalen Bd. 36 ($ 3, Gleichung (25.)) 

**) Wegen der abgekürzten Bezeichnung der Integrale mit geschlossenem Integrations- 
wege vergleiche man $ 3 der Abhandlung „Ueber ein vielfaches, auf Eulersche Integrale 
reducirbares Integral“, Bd. 107 dieses Journals, S. 250, resp. die Abh. „Ueber ein Inte- 
gral mit doppeltem Umlauf“, Math. Annalen, Bd. 35, 8. 472. 
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Die in (8.) definirte Grösse M, verschwindet für e=z, falls der 
reelle Theil von +2 negativ ist. Wird M, nach steigenden Potenzen von 
v entwickelt, so ist der Exponent der niedrigsten Potenz gleich #/—o-+1, falls 
für V die Reihe &,, und gleich %—o+1, falls für V die Reihe , gewählt 
wird. Man nehme an, dass die reellen Bestandtheile von %—o-+1 und —o+1 
positiv seien, und der von $+2 negativ. Dann wird der Bedingung (7.) 
durch die Werthe 

=) h=z, 


genügt. Man gelangt somit zu dem Ktesultat, dass die Doppelintegrale 


(28.) / "de ["bAu, ve, z)dn, 


0 0) 


(29.) / de / "bu, e, z)du, 


in denen P(u,v, x) die Funetion (27.) bedeutet, partieuläre Lösungen der 
Differentialgleichung (15.) sind. 

Um das Integral (28.) nach steigenden Potenzen von x zu entwickeln, 
führt man an Stelle von «, ve neue Variable u, v mittelst der Gleichungen 


u=lWew=udr, v=Dr 
ein, wodurch der Ausdruck 


(1) A1g1me [wa Mt D) =’ dv [erw 0 (1— Ber du 
o 


a ae a SF ei u ‚ ue | 
aus (28.) erhalten wird, und substituirt für e"* die Reihe 1+-—— +. 


1 
Dann ergiebt sich (nach Berücksichtigung von (3.)) die Reihe 
E(«—o-+1l, o0-—a)E(P—e-+l, 1—P) 


ya +7 E(a—0+2, 0-@)E(ß-g+2, 1-ß) 


+5 E(a—g+3, 0-@)E(B—g+3, 1-P)+-- 








die nach Anwendung der Formel 


i 12 p(p+1)...(ptm 1) 
N RR I (p+g)(p+g+1)...(p+g9+m—1) Ep 9 


in das Produet aus der Uonstante 
De E(ag+1, 6-@)E(ß-g+1, 1-8) 
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und der Function 


1 4 («—-e+1)(#—-e+1) (e-e+1)(a—e+2)(d-e+1)B-e+2) .», N 
S - pp —- Sy vw T 1 ++ 
RR 1.(o—o-H1)(2—o) 1.2(0—o+1)(0o—-0o+2)(2-o)(3—) 


x 


übergeht. Der Vergleich mit (18.) zeigt, dass 


7 


| / de / b u,e,z)du 
(31.) u.:,.% 
| = (-1) "PT E(a—o+1,0—e)E(P—o+1,1-— P)y; 
ist. 

Für das Doppelintegral (29.) werde festgesetzt, dass der Integrations- 
weg der Variable sich einerseits aus einem Kreise um #»= 0), welcher 
den Integrationsweg der Variable e völlig umschliesst, andererseits aus dem 
(doppelt durchlaufenen) ausserhalb des Kreises liegenden Abschnitte der 
negativen reellen Axe zusammensetzen soll. Dann kann die Potenz 
a—1 


(u—-e)” in (29.) nach dem binomischen Satze in die Reihe 


v a 0-a-1)4 o—a—] vr (o—-a—1)(o—a—2) r’ 
— u — _ u 
/ 1 u 1.2 u | 


1 


entwickelt werden. Diese heihe convergirt, da nach der Voraussetzung 
mod. « stets grösser als mod. e ist. Der Ausdruck, der hierdurch aus (29. 
erhalten wird, lautet 


1 (0-0) / v—- 2) "e’de—(o-a—1),I(o—0o—1)/ (er) "vide 
} 
+ +(—1)(o—a—1),/(0—-0-k)/ (va) "ei de 
\ \ , \ n 


wo (o—ce—]), den Binomialeoefficienten 
(o—a—1), nn — 


(a —co+1)a—co+2).. (a —c+k 


und /'(g) das Integral (26.) bedeutet. Für das letztere gilt aber, wenn % 


L_ 


eine positive ganze Zahl ist, die Formel* 


16 


> 


32.) a 
= IN IF -Da-2... gt 


\ 


*) Man vergleiche die Abhandlung des Verfassers „Zur Theorie der Eulers 
grale* im 35. Bande der Math. Annalen, $ 3, Gleichung (38.). 
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so dass 


I’ (-0—k) = (—1) IXo—e) —o (0-0) 


(-0—-1)(0o—e—2)...(o—o—k) (e-0+1)(e—-0+2)...(0-0+k) 


ist. Da ferner das Integral 


sich dureh die Substitution e =vr in das Produet 
(1 21" E(P—0o+k-+1,1-—P) 


I I \ 
(—1)? p!0 LK (A o+1) )(B-04 +2). ..(A—0 +k) E' BERETTE ER pP 7 
' (2—06 0)(3—0)...(k+ H1-0) RER 


verwandelt, so nimmt der allgemeine T'erm der obigen Reihe die Form 


j \ 5 en N { N Ey 
— 1 I (o—-o)E(ß—-o-+1,1-—P) («—0+1)...(@a—-o+k)($—-o+1)...(d—o+k) 
FREE OERENEINER 7 kXo—0+1)...(0—0+k)(2—0)...(k+1—0) 


+] 


an. Folglieh ist das Integral (29.) mit der Reihe (19.) durch die Gleichung 


. >e ‘(ei ) 5 r Kt Ai u | 
(33) / def Pu,o,z)du = (-1)’ 1 (o—g)E(P—o-+1,1—-P)y; 
\ 7 P \ 7 \ y. \ u % J 


() —TS 


verbunden. 

Um endlich ein Doppelintegral der Funetion P(u,e,x) zu erhalten, 
welches, abgesehen von einem eonstanten Factor, mit der Reihe (17.) iden- 
tisch ist, wählt man für die Variable oe einen geschlossenen Integrationsweg, 
ähnlich dem, der in (29.) für « angewendet wurde. Man legt um den Null- 
punkt einen Kreis, der den Punkt x umschliesst:; der Sehnittpunkt des Krei- 
ses mit der negativen reellen Axe heisse S. Dann soll die Variable 


zunächst die negativen reellen Werthe von — bis S annehmen, hierauf 


den genannten Kreis (in positiver Drehungsrichtung) durchlaufen und von 
S längs der negativen reellen Axe zu —x zurückkehren. Die Grenzen 
für die Integration nach a seien O und v. In dem so definirten Doppelinte- 
eral, für welches man die abeekürzte Bezeichnung 

(34.) £} "de / b u,e,r)du 
hat, werde der Factor (e—x) ” der Funetion Pu, e,x) in die Reihe 

R (1- e\" yeah B x Dn B(P-+1)...(A+k—1) x’ a 
v/ TER 1.2...k e 


entwickelt; dieselbe ist eonvergent, da mod.o für alle Punkte des Integrations- 


weges grösser als mod. ist. Das Integral (34) geht hierdurch in den 
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Ausdruck 
N + P N x+ AH 1) N, 2" | PP r 1)...(/ +k— 1) 
0) 1 je 


| Lan: 1 ai 


über, in welchem N, die (von x unabhängige) Grösse 
“ °(()) Ir . . 
Mm = / edel e (u— ev)" ut du 
—/f, ut 


bezeichnet. Die Substitution «= rt verwandelt N, in das Doppelintegral 


(0) 


N, = (Da erg, 


—— '_' 
auf das die Formel (21.) des Aufsatzes „Ueber ein vielfaches, auf Euler- 


sche Integrale redueirbares Integral“ *) anwendbar ist (a=o+h, b=u—, 


c=0—a), so dass die Gleichung 
N, - _ ro | I(1—o- -k)E a +k.0 v2 


erhalten wird. Da ferner nach (32.) und (30. 
I1-o—k) = Ai 
x S ) 0o(0+1)...(o+k—]1 
a(@+1)... a+k—]1) 


E(a+k,0o-o) = ——< —— E(a,0o—o 
= { s 0\0 +1)...(0 r hi * i 


ist, so findet man für N, den Werth 


A 


s x 2 ala I En @- k- 1 
N, = (-1)!T(1-o)E(e, 0o—e) \ | 
k ( , \ I ee Sa / o(04 Fr.. 04 k—1)o(0+1 ..to4 Ben} 


Folglich gilt für das Integral (34.) die Gleichung 





*((\r) un N i i j 
? / dv / Du, v,2)du = (—1) It1-o)E(a, 0—ea)y 
(85.) ©. ./ 
= (—1)’- (1 _ o)E 0.0 — a)F t.D: 0.0: rm). 
. \ / 4 \ \ i % 
3 Hiermit sind in der That sämmtliche Hauptintegrale der Ditterentialgleiehung 


(15.) als bestimmte Doppelintegrale, in denen die zu integrirende Funetion 
gleich Zu, v, x) ist, dargestellt worden. 
Es ist zu bemerken, dass das Integral 


(0x) } 
(36.) I e-2) or Vae, 


—% 





*) Dieses Journal, Bd. 107. S. 252. 
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in welchem e den oben erwähnten Integrationsweg durchläuft, sich von der 
Reihe F(«, P; 0,0; x) stets nur durch einen constanten Faetor unterscheidet, 
sobald unter V eine partieuläre Lösung der Differentialgleichung (12.) ver- 
standen wird. Das Integral (36.) geht in das soeben behandelte Integral 
(34.) über, wenn man für V das partieuläre Integral 


[eu out du 

0 
wählt, das nach (23.) gleich dem Produet aus der Reihe &, und einer Con- 
stanten ist. Es soll nunmehr auch das eindeutige Hauptintegral der Glei- 
chung (12.), welches in Reihenform durch &, angegeben wird, in (36.) für 
V substituirt werden. Man drückt V wiederum durch ein bestimmtes 
Integral aus, benutzt aber hierfür nicht das in (25.) bezeichnete, sondern 
ein anderes bestimmtes Integral, das durch eine einfache Umformung er- 
halten wird. 

In (12.) werde an Stelle von V eine neue Variable n7 mittelst der 
(rleichung 
| vage 

eingeführt. Dann ergiebt sich für 7 die Differentialgleichung 
dn 


\ d’n 18 
dv 


97 N . a, BE Lt RB: ir So 
(31.) 0: (e+P 2) (@—e'+1)n = (0, 


welche dieselbe Gestalt wie die Gleichung (12.) hat. Wird nach (14.) 
a«=0—0+l, 0 =0—o+1 


gesetzt, so lautet die Gleichung (12.) 


d’V 2 dV a ; 
lese — (+0 —0—]) Fr — (a—0+1)V/ = (, 
und die Gleichung (37.) 
d? dn 


»-(e+0-0-D) , -(@-e+Dn = 0. 


v 
dv 

Die Coefficienten der zwei Gleichungen gehen in einander über, wenn 

man die Constanten oe und o mit einander vertauscht. Das wmehrdeutige 


Hauptintegral der Gleichung (37.) wird also nach (23.) und (21.) — wo- 
selbst o und o zu vertauschen sind — durch die Ausdrücke 


/ e (u— ey" ur du, 
nr 


— (1) E(a—o+l,e-o)e?”F(la—0o+1; g-0+1; e) 
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dargestellt. Der zugehörige Werth von V, der hieraus durch Multiplication 
mit v°”* entsteht, hat, wie der Vergleich mit (20.) zeigt, die Form Const. {.. 
Also kann man das eindeutige Hauptintegral der Gleichung (12.), das in 
(36.) für V eingesetzt werden soll, als das Produet 


ve’ / e (u— ev) "u du 
0 


schreiben. Der Ausdruck (36.) wird dann gleich dem Doppelintegral 


*(0,x) a0 os 
: \-Puß—0 An pH _u\-a— „@—0 
(38.) / w-z)"v de / e (u—ev) u" "du, 
ieh o 
welches sich — efr. (27.) — von dem Doppelintegral (34.) nur dadureh 


unterscheidet, dass die Constanten o und o mit einander vertauscht sind. 
Da nun die Function Fe, 5; 0,0; x) in Bezug auf o und o symmetrisch 
ist, so folgt aus der Formel (35.), dass das Integral (38.) sich in die Reihe 

(-1)7""T(1—-o)E(e, g—-o)F(e, ß; 0,0; x 
entwickeln lässt. Auf diese Weise haben sich in den zwei Fällen, wo V 
gleich dem mehrdeutigen oder gleich dem eindeutigen Hauptintegral von 
(12.) gewählt wurde, Werthe von der Form 


7 


Const. F(«, P; 0,0; €) 
für das Integral (36.) ergeben; und da jede partieuläre Lösung der Diffe- 
rentialgleichung (12.) eine lineare Function der zwei Hauptlösungen ist, so 
hat man die angeführte Eigenschaft des Integrals (36.) hiermit allgemein 
bewiesen. 


$ 2. 

Die Constanten «, ?, 0, o müssen, damit die vorstehenden Rechnun- 

gen in Kraft bleiben, gewissen Ungleichheiten genügen. Die Doppelinte- 
grale (28.), (29.), (34.), welche als particuläre Lösungen der Differential- 
gleichung (15.) ermittelt wurden, sind, wie aus bekannten Sätzen folgt, nur 
für bestimmte Werthgebiete der obigen Constanten eonvergent. Die in $ 1 
abgeleiteten Resultate lassen sich jedoch in der Art verallgemeinern, dass 
auch für beliebige Werthe von «, /, o, o eine vollständige Lösung der 
Gleichung (15.) in Form bestimmter Doppelintegrale erhalten wird. Die 
einzige Einschränkung, der die Constanten unterliegen, ist die in der Ein- 
leitung erwähnte, dass oe, o, e—o nicht ganzzahlig sein sollen. 
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Die ın (8.) definirte Summe M, hat, als Funetion von v, keine anderen 
(endlichen) Verzweigungspunkte als die Punkte e=0 und e=z. Denn 
fe), f;(e) sind ganze Funetionen von e, und die Grösse 3 verzweigt sich 
— nach (9.) und (12.) — nur im Punkte e=0. Wird für V zunächst die 
particuläre Lösung {, der Gleichung (12.) gesetzt, so geht M, in den 
Ausdruck 


Ä --2 ,8-0427 5-1 ,B-0+1 / \r dL, 
- (A+1))e - ITS HERE) [@+B-0+1&.-: ze] 





über, welcher in der Umgebung des Punktes e=0 gleich dem Produet 
aus der Potenz ®” °*' und einer daselbst eindeutigen stetigen Funetion von 
v ist. Man nehme nun einen beliebigen Punkt e als Ausgangspunkt und 
Endpunkt der vo-Curve an und lasse die Variable oe zuerst einen positiven 
Umlauf um den Punkt z, dann einen positiven Umlauf um den Punkt 0, 
hierauf einen negativen Umlauf um den Punkt x und endlich einen nega- i 
tiven Umlauf um den Punkt 0 ausführen. Es ist ersichtlich, dass die 
(Grösse M, im Endpunkte des ganzen Weges ihren anfänglichen Werth 
wiedererlangt; denn bei den genannten Umläufen nimmt sie nach einander 
die Faectoren 4 


Itiä —?ri(#-o) 


rn) e j e 
gegenseitig fortheben. Der Bedingung (7.) 
IM, ], —hs IR [M,].—.,. - 0 


wird also im gedachten Falle durch die Werthe 4 


auf, die sich 


9: = h,=e 


releistet. Hieraus folgt, dass das bestimmte Integral E 


(renüge g 


7 “ ö BE umß-0% 
/(e-:) vo Z, do, 


in welchem ® den soeben angegebenen Weg durchläuft, eine partieuläre 
l,ösung der Differentialgleichung (15.) ist. Man wendet für das letztere 
rri ın ‚al 1z0E1n .* 
Integral die abgekürzte Bezeichnung *) 
(Ur —0—) 


(39.) / (—- ze) "v7L,dv 


an, indem man an derjenigen Stelle, die sonst von der oberen Integral- 


*) Cfr. die Abh. „Ueber ein Integral mit doppeltem Umlauf“, Math. Ann., Bd. 35, 
S. 412. 
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erenze eingenommen wird, die von e umkreisten singulären Punkte nach 
einander (in Klammern eingeschlossen und unter Andeutung der Drehungs- 
richtung) namhaft macht. 

Wird ferner in M, und in (10.) für V der Ausdruck {, substituirt, 
so ist M; in der Umgebung des Punktes o=(0 gleich dem Producte aus 


I—0+]1 


vo und einer eindeutigen stetigen Function von ve. Man setze fest, dass 


v auch in diesem Falle die obige geschlossene Curve durchlaufen soll, die 
aus zwei Umläufen um den Punkt z und zwei Umlänfen um den Punkt 0 
besteht. Dann gelten die früheren Schlüsse, und es ergiebt sieh, dass das 

} Integral 


z (ze () ) a. 2 u 
(40.) / ®—-e)"v’G,do 


ebenfalls die Differentialgleichung (15.) befriedigt. 
In (39.) kann man an Stelle von £, das Integral 
(»0) j 7 i 
/ e (u— ve) u"du 
L 


einführen. Dasselbe wird niemals illusorisch und stimmt (s. (25.)) mi 


bis auf einen eonstanten Factor überein. Auf diese Weise findet man das 
Doppelintegral 


(41) / 


(al) 


dv / bu, v,c)du, 

r 
welches für beliebige Werthe der Constanten «, ?, 0, © convergirt, als 
eine partieuläre Lösung der Gleichung (15.). Durch 2(x, e, x) wird wiederum 
die Function (27.) bezeichnet. 


as Integral 


4 / e" u in v)° - d—] m du, 


() 


das (nach (23.)) gleich dem Produet aus &, und einer Constanten ist, hört 
auf, einen bestimmten Sinn zu haben, sobald eine der Zahlen o—«, e—o--l im 
reellen Theil negativ wird; dasselbe ist also hier, wo allgemeingültige Inte- 
sralausdrücke aufgesucht werden sollen, nicht anwendbar. Wählt man aber 
für # einen geschlossenen Integrationsweg, der von einem beliebigen Punkte 
c, ausgeht und sich aus einem positiven Umlauf um e, einem positiven 
4 Umlauf um 0, einem negativen Umlauf um e und einem negativen Umlauf 


um O0 (die Umläufe in dieser Reihenfolge genommen) zusammensetzt. so 


c 
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eonvergirt das hierdurch definirte Integral 


(2,08 -,0-) r 
(42.) / e(u— vo) Tu tdu 


für beliebige Werthe von «, o, o und unterscheidet sich von &, ebenfalls 
nur durch einen eonstanten Factor*). Das Doppelintegral 


ER ıUrl0.r > 4) —) U20,r -. )—) 
(43.) / dv / Du, ®, €) du, 


welches aus (40.) entsteht, wenn &, durch das Integral (42.) ersetzt wird, 
ist demnach ein stets convergentes partieuläres Integral der Differential- 
eleichung (15.). 

Lässt man ferner in (34.) die Variable « nieht den Weg von 0 bis 
v, sondern den obigen Doppelumlauf um die Punkte O0 und v ausführen, 
so ergiebt sich das Integral 


(44.) im (ef "blue, )du, 


(p=»2)* 
I — 


das der Gleichung (15.) genügt und einen bestimmten Sinn behält, welche 
Werthe auch die Constanten «, 5, 0, o annehmen mögen. 

Die Entwickelung der Integrale (41.), (43.), (44.) nach steigenden 
Potenzen von x geschieht in derselben Weise und mit Hülfe derselben 
Substitutionen, wie bei den entsprechenden Integralen (29.), (28.), (34.). 
Die Reihen, die hierdurch erhalten werden, unterscheiden sich von den in 
(33.), (31.), 85.) angeführten Ausdrücken nur durch die Constanten, mit @ 
denen die F-Reihen multiplieirt sind. Statt der Eulerschen Integrale 
erster Art 

E(@—o+1,0—e), E(P-e+1,1-P), E(P—-o+1,1-P), E(a,0o—e), 
die auf den rechten Seiten von (31.), (33.), (35.) stehen, treten jetzt die 
correspondirenden Integrale 

E(a-e+1,0—a), E(f-e+1,1-ß), E(f-o+1,1-P), Ela,0—«) 
als constante Factoren auf. Unter E(p, g) wird das (stets convergente) 
Integral 


*(1,0,1-,0-—) 


Ep, g) = een / ar l— u)" du 


*) Cfr. Gleichung (30.) der erwähnten Abhandlung „Ueber die lineare Differential- 
sleichung zweiter Ordnung mit linearen Coefficienten“, Math. Annal., Bd. 36. 











Pochhammer, über eine lineare Differentialgleichung nter Ordnung. 65 


verstanden *), dessen Integrationsweg einen Doppelumlauf um die Punkte 
0 und 1 darstellt. und das im Falle positiver p, q mit dem Eulerschen 
Integral E(p,g) durch die Gleichung 


—_ (orip nip\ (prig__ p-nie\ W/ 0 oO 2 u u 
Ep, q) = (e'? —e"")\(e"—e"")E(p,g) = —4sin(np)sin(ng)E(p, g) 
verbunden ist. 


Diesen auf die Gleichung (15.) bezüglichen Betrachtungen soll nur 
noch die Bemerkung hinzugefügt werden, dass man die Bedingung 


'M,|, „—[M.], „= ) 


i. 


auch dureh die Werthe , =h,= x oder , =h, = erfüllen kann, ersteres 
im Falle %+2<-0, letzteres im Falle %—0o+1>0, resp. %—0+1>>0. In 
Folge dessen sind. unter den angegebenen Voraussetzungen, auch einfache 
geschlossene Curven, welche von einem der beiden singulären Punkte x, 0 
ausgehen und den anderen umschliessen, in (10.) als Integrationsweg für 
die Variable »o anwendbar. Es werden dann, als partieuläre Lösungen der 
Differentialgleichung (15.), Doppelintegrale erhalten, in deren Entwickelung 


(nach steigenden Potenzen von x) eonstante Integrale von der Form ** 


E(p,g) = Te, (a—1) "du 
0 
als Multiplieatoren der F-Reihen vorkommen. 

Im Vorhergehenden ist mit Hülfe der Substitution (10.) die Inte- 
gration der Differentialgleichung (15.) auf die Lösung der ähnlich gestalteten 
Differentialgleichung (12.), deren Ordnung um eine Einheit niedrieer ist, zu- 
rückgeführt worden. Dieses Verfahren kann auf die entsprechenden Glei- 
chungen höherer Ordnung übertragen werden. Die Ditterentialgleiehung 
vierter Ordnung, welche sich durch eine Substitution von der Form (10, 
auf die Gleiehung (15.) redueiren lässt, lautet 





. ; ’ d’y ry \ d’y 

2[2-(R,+3)) — +z[(4,+3)2-(R,+R,+1)] 

x „ d'y vr ) dx’ Ar | 6 

(45.) 2° _—— = 

dx a (A . { 1\ r R dy { ’ 
u a Pa 5 "4 u re 3 1 T 437 . 
IN 27T 1 | , I dr Y 

) fr. S I der Abh. „Zur Theorie der Euwdlerschen Integrale* im 35. Bande deı 


Math. Annalen, S. 495. 
**) Cfr. $2 der erwähnten Abhandlung „Zur Theorie der Eulerschen Integrale“ 
Journal für Mathematik Bd. CVIII. Heft 1. Bu) 














Integralen 


bedeutet. 


, d’y 


= 
dx 


zurück, in 


bedeuten. 
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gesetzt ist. 


b] 


/ a ER \w—y—1l.on 17T (a _ an \T A130 u u o—a—1 ,,a—o 
t—-e) Et w—h we (v—w) ve e"(u—) u” 


nennt, durch vierfache bestimmte Integrale 


deren Integrationswege den oben genannten analog sind, befriedigt. 






















wo zur Abkürzung 


(Aı= a4 P+y, A=Py+yataß, A;=apßy, 
IR =e+0+r, R=or+ro +00, R,= vor 


Der Gleichung (45.) genügen dreifache bestimmte Integrale 


von der Form 


aw /dr /bau, v,w, a)du, 


in denen die Integrationswege der Variablen «, v, w ähnlich wie bei den 
(28.), (29.), (34.), resp. (41.), (43.), (44.) gebildet sind, während 
P(u,v,w,x) die Function 


(w —r)’ ww’ I (® — ww)? 19? 0 e" (u—v)° ur? 


Auf die Gleichung (45.) kommt wiederum die Differentialgleichung 
fünfter Ordnung 


3 


52 ‚7 d 
+2’[(A +6)e—(R,+3R,+)] G;: 


Tr 


4 
[ce —(R,+6)] ni. 


dr' 


= ı+ xz| (A re 34, + ")z Be (R; +R,+ R, +1)] m 





dı 
HAH AHA HDER] 4A 


der A,, R,, ete. die Constanten | 
A=e+ß+y+b, A=epß+ay+ad+ßy+Pd+y6, \ 
4, = oßy+apd+ayd+Ppyd, A,= apyd, 3 
ı=0+0+7+w, R, = 00407400407 +00-+1Tw, 
R, = 0074+008+orT0+0ro, R, = 001w 


Dieselbe wird, wenn man P(w,v,w,t,x) die Function 


fat [dw far (Bau, v,w,t, z)du, 


In der Gleichung (45.) kommen als numerische Coefficienten (in den 
Faetoren der einzelnen Differentialquotienten von y) nur die Zahlen 1 und 





ER ET ann a a be ur Subea lin un ne EN « 
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3 vor, in der obigen Differentialgleichung fünfter Ordnung die Zahlen 1, 
3, 6, 7. Es zeigt sich, dass bei den entsprechenden Differentialgleichungen 
höherer Ordnung die nämlichen ganzzahligen Constanten auftreten, die 
in der Differentialgleichung der allgemeineren hypergeometrischen Reihe 
(mit zwei endlichen singulären Punkten) enthalten sind. In der bereits 
genannten Abhandlung, deren Gegenstand die letztere Differentialgleichung 
ist (Bd. 102 dieses Journals, 5. 76) hat der Verfasser jene ganzzahligen 
Coeffieienten, die aus der "Theorie der analytischen Facultäten stammen, 
durch d‘” bezeichnet und (l. ec. $ 8) die hauptsächlich in Betracht zu ziehen- 


den Eigenschaften derselben entwickelt. Die daselbst angewendete Be- 
zeichnung soll hier beibehalten werden. Indem man festsetzt, dass |z]|, die 


ganze Function mten Grades von 2 
(46.) [2]. = 3(3-1)(3 —2)...(3—-m-+1) 
bedeuten soll, definirt man für mp die Zahlen d‘”’ durch die Identität 


(47.) # = dP+dPlz—1,+dPl2 1,4 +dP 31], + +d) 21 


I 


Die Zahlen m und p werden als ganz und positiv (einschliesslich des 
Werthes 0) vorausgesetzt. Es ist 4” =di”’ =1. Für m=1 entsteht aus 
d‘’ die Zahlenreihe 1, 3, 7, 15 ete., für m=2 die Reihe 1, 6, 25. 90 ete. 


Sobald m>>p ist, nimmt d\’ den Werth Null an. 


mi 


Es wird ferner, wie in der angeführten Arbeit, unter [2]; der Ausdruck 


(48.) [Is] = s( 


[A 


. +1)(#+2)...(s+m-1) 


/ 


verstanden, und [2 =[z|} = 1 gesetzt. Die in der Einleitung angegebene 
Reihe (1.) kann dann kurz als die Summe 


. [&, + [e,]+...[e.-ı]; 


u 


S Ireklel...le-; 


zz’ 


geschrieben werden. 


& 3. 

Es soll nunmehr die zu (12.), (15.), (45.) analoge Ditferentialglei- 
chung »ter Ordnung behandelt werden, die dureh die eindeutige Funetion 
(1.) befriedigt wird, und deren mehrdeutige Integrale sich nur im Punkte 
z=() verzweigen. Die auf diese Gleichung bezüglichen Rechnungen sind 


g* 
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denen ähnlich, welehe in der erwähnten Abhandlung des Verfassers „Ueber 
die Differentialgleichung der allgemeineren hypergeometrischen Reihe mit 
zwei endlichen singulären Punkten‘ (dieses Journal, Bd. 102) enthalten sind. 
Es wird daher, um Wiederholungen zu vermeiden, vieifach auf diese 
Arbeit verwiesen werden; dieselbe wird im Folgenden kurz durch Abh. 
bezeichnet. 

Man geht (wie in $9 der Abh.) von der Rypnr aaaee 


day 


er 
f.(&) L) dx" +[(e +4 mrz 1)ıf. (2) — fast (X )] I l 
/ f N NZ f ’ d"=? 
HH ef) Dh + 


-+[f(e+n—1),-,f" (2) (a+n—2),_, fl ’(a)+- 


' FR d’ 
49.) kn äigfreTE 


da’ 


+[(a +n— Daf NER a 4 + 


HDD Mi 
+[(e+n—1), fl a) (a+n—2), fl (a)+ | 
+ DICH AND 0 Mi 


aus, in welcher « als eine Constante, und f(x) für k=1,2,...n als 
eine ganze Function von x des kten oder eines niedrigeren Grades definirt 
wird. Für y werde das Integral 








\ ( 
” i 
(50.) y= / (t-a)"Tat i | 
y‘ ä 
substituirt, dessen untere Grenze g constant, und dessen obere Grenze h F | 
entweder constant oder gleich x ist. Es ergiebt sich, nach $ 9 der Abh., 3 
dass das Integral (50.) der Differentialgleichung (49.) genügt, wenn die i 
von f allein abhängige Function T eine particuläre Lösung der Gleichung j ' 
»—1)ter Ordnung 
ee dr! fd T) (1 UT) n—? d f; 0 N— 3 < 
(51.) a ir ++.++(—1) K +1 HT=0 i ) 


ist, und wenn gleichzeitig die Grenzen g, h der Bedingung 


(52.) M—[M)-, = 
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unterworfen werden, in welcher M den Ausdruck 


k=n 2 j \ 
M= 3(-1”"Ta+1],.-e) OT 
I. 


I \ 
R\ 


- bi - ur? IHR) | 
BET NEE + 


er ab ABE Bikl d” OT) 
+ DH HE 


(53.) 


u TEE) 
dir? 





—(t—r) 


bedeutet. 
Man schreibe «, , statt @ und wende, indem man durch o,_, eine 
weitere Gonstante bezeichnet, die Substitution 


(54.) A et, 


an, wodurch aus (50.) die Gleichung 


77 —ü ” a u 
(59.) y= / 1 ae Bed 
4 


erhalten wird. Die Differenz «,_,—e,_, nenne man kurz &. Dann folgt 
aus (D1.) und (54.) für die Grösse T die Differentialgleichung 
nu vn- ,ı elefsrı dT) . m 
56) 3 pe ZEbnOD,  yek OT = 0. 
vl dir 
Es soll nun gezeigt werden, dass, wenn man die Funetionen fi, ... f, 
derartig wählt, dass die Gleichung (56.) in eine zu (15.) und (45.) analoge 
Difterentialgleichung (»—1)ter Ordnung übergeht, die Gleichung (49.) sich 
in die entsprechende Differentialgleichung zter Ordnung verwandelt. Mittelst 
Induetionsschlusses gelangt man dann zu einer Lösung der letzteren Glei- 
chung dureh (»—1)-fache bestimmte Integrale. 
Die betreffende Differentialgleichung zter Ordnung möge hier zu- 
nächst genannt werden. Man bezeichnet durch 
m ai Be 
2n—2 Üonstanten, welche mit 22—2 anderen Constanten 


0, Or, v0. 0 &,-1 Or Or +. On 


durch die Gleichungen 
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A = ++ ++0,_1; RR =9+9@++0., 
(57.\ A, =0%+ 0,034 °+0,_20,.-1; R, .= 09,%+0,034***- t 920% 
ut 

A, er 0,09... _1% AR, , = gy 0, 05. . -O.-1 


verbunden sind, so dass für ein beliebiges z die Identitäten 
(3+0)(#+@)...(2+4+0,_,) = 3° "+A12” "+4,23" + +A,_, 
(3-+0,)(2+0)...(2+0,-ı) 2" "+R,2""+R,3"" + +R,_, 


bestehen. Es seien ferner Q,.,(2), Q,.(2), -.. Q,(x) die linearen Func- 


} 


tionen von x: 
0,18) = 2—-[R +3], 
0,_.(2) = [At+der >] —[R,+deZPR,+arz?], 
v a Ban ED ArE]e [Rt PR HdR, de], 


n n—d n—o n—o 


04a) = [A AA Kal DA Lab) 
—[R,.+ dy ’R,_; +d ’R, er + dy >R, a: ds , 
O,(®) „. [A n—27 HA’ A, s+d”A, rt Ka A, +d ]c—R, 13 


woselbst unter d‘’’ die durch die Gleichung (47.) bestimmten ganzzahligen 
Üoeffieienten verstanden werden. Indem man der Symmetrie halber 


(58.) A, = R, — E: er — A, 1 
setzt und die Gleiehung dj” = 1 berücksichtigt, Kann man, wenn v>1 ist, 


dem Ausdrucke Q,(r) die Gestalt 


i=n—1 ’ y 
(59.) Ba) = EVA: -Z > x di? R 
i=v 


= 


n—i 


geben. In Q,(z) hat der von x freie Term den Werth —R,_,, der Coeffi- 
cient von x stimmt mit dem in (59.) angeführten (für »=1) überein. Nach- 
dem die Funetionen Q,(z) in dieser Weise definirt sind, bildet man die 
Differentialgleichung: 


dry 


V 
0.-1(@) + 


‚ d”y da” 


(60.) x" a 
+ 20; (2) -i + 0,(a)- a + QuyY- 


+” Ö, »(€) 


da”? 


da” 





Für »=4 wird dieselbe mit der Gleichung (45.), für »= 3 mit der Glei- 
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ehung (15.) identisch, und für »—=2 geht sie, nachdem z mit » vertauscht 
ist, in die Differentialgleichung (12.) über. 

Die Abhängigkeit der Coeffiecienten der Functionen Q,(x) von den 
Constanten (57.) lässt sich noch in anderer Weise darstellen. Multiplieirt 
man die Gleichung (47.) mit z und ersetzt p durch p—1. so hat man die 
Formel 


= El] tar Plz, +- Harz], +40 [a] 


5 
Aus letzterer folgt unmittelbar 


g’iLA 3"? + A," t A, r #+..+A_ 3 I A 


Pr -n—]1 pP= n—1 ) 7) 1 


/ 
» (p -1 \ (p-1 Br . (p—1 
— A,-+le]: u di? 7 R - [2]; je. di’ Als, u T [2], > d'' 4 P 
yon p=: p=v 
a p=n—l ' 1 ; ’ ) 
.— [2].-: no A u MET, , [2], no > . 
pan— 


Bestimmt man nun 2r—1 ÜUonstanten 


Zinn; ii u a 


dureh die identischen Gleichungen 


2" +A,3" . er HA,.34 


1 | lt elt tell talelt 
| s'+R3" +. +R,_ 254 


n—?2 I n—1 


en [2]).-ı+t,.-l[2]. ‚++ +B[z2, +n[2]-+t,. 





so ist für v=1, 2, .... n—1, wie der Vergleich mit (59.) zeigt, 
(59°.) Q,(2) = a,2—tr,. 


Denn durch a, wird dieselbe Summe bezeichnet, welche in (59.) den Coef- 
fiecienten von x bildet; und die Constante 


p=n—1 
L, nn 5 dir) RER 
y—=v— 


ist für v >]1, wenn p=i-—1 gesetzt wird, gleichlautend mit dem in (59. 
vorkommenden Ausdruck 


cn 
ES u i— 2) 
L, Ki >> d‘ 2 U 
— 


Die Gleichung (59°) gilt auch für» = 1, da r, den Werth R 
dem ist = A,_ı = (.. 

Die Differentialgleichung (56.) lässt sich für passende Werthe der 
Funetionen fi, f, ... auf die Form der Gleichung (60.) bringen, wenn in 


„_ı hat. Ausser- 
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letzterer die Grössen n, x, y durch »—1, t, T ersetzt werden. Man nennt 


A,, A,, . . . a R\. R! . . . R 


29 n—?2 


und 


1 ! ! ! ' ! 
0, 03, s . . Ö, —.2) 01; 05, * . . 0 > 


nNn—2 


zwei Gruppen von je 2r—4 ÜUonstanten, zwischen welchen die zu (57.) 
analogen Beziehungen 


’ ! ! ! ! ’ ! ! 
A, a 0a "+0, _, R, 0,+0.+ + 0.—23 
' 6 Eu ' ' ' 6.8 =. ' ' 
(62 ) u 0,024 0,03 4° -+ @,_30._2, R = 0,0 +0,09; +"t9.-30,._; 
’ ARE 5 #7 AMT RER NR, =: 





bestehen. Ferner sei 4, =R,=1. Durch P,;,(, P,=, ... P,(Ü) sollen 
lineare Funetionen von { 


(63.) P,Ü) = P,t-Y, 
bezeichnet werden, deren Öoefficienten 9,, %1, - +: P,.2, 7, man durch die 


für ein beliebiges z gültigen Gleichungen 
e- +A, zZ". & +A,_33 +A, We P, [2-2 + Pa-3[2).-3+ Br + P; [2], + P, [2], +Pos 
zZ“ '+R, ae + Fa HR, ;s-+R, mn [s|.» + Yn 2 [#|._3 + Eur + y:[2 |: + Yılz]ı +Yı 


definirt. Nach der oben durchgeführten Rechnung (efr. (59.), (61.), (59".)) 
ist für v=1, 2, ...n—2 


i—=n-—? i=n—1 
rn Y i—] ' v —2 , 
(64.) B,= & dd’ Ann 9= 2 dOR--. 
i—V — 


mit der Ausnahme, dass y, den Werth R,_, hat. Sodann sei P,= A, = A)»: 
endlich setzt man y,_, = 1, welcher Werth aus (64.) für v=n-—1 erhalten 
wird. Man stellt nun für die Funetion T die Differentialgleichung 


d"-?T } d"-3 T 
n—3 D i | n—4 den ... 
65 m? AT Rn (f) er: ’ Pt) lin ” 
( Je), dr -. Pe d? T 





dT 
... I 
+tP;(t) di? +P.,(t) di +P,T 
auf und giebt den in (62.) genannten CUonstanten &,, 01, -.. &,, 0, , die 
Werthe 


' 


! 
Kr =m—-0,1+tl, %=%-0_+tl, -.. %o=09,.—-0,Üitl, 


(66.) 


! ! ! 
lo, =:0 PP, tl. 0, = %—0, +1, .: .: ı.-2 7 0% 09, tl. 


Ban er a ET Be Ze Are NE are Sr nn in > PUGTRPCRRE, Be x Re RED e 
Ba a en er Dia Ha a he a a Lina un nn a a a a ech 


EEE 
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Die Gleichung (65.) wird mit der Gleichung (56.) identifieirt, wodurch die 
Funetionen fi, ... f, eindeutig bestimmt sind. Nach Substitution der be- 
treffenden Ausdrücke geht, wie gezeigt werden soll, die Gleichung (49.) in 
die Gleiehung (60.) über. 

Man multiplieire die Gleichung (65.), in welcher der links stehende 
Term auf die rechte Seite gebracht werden möge, mit £*, = 
und setze hierauf die Coeffieienten der einzelnen Ableitungen von T und der 
Grösse T den entsprechenden Üoeffieienten in (56.) gleich. Dies führt, da 


deT ‚ def,.ı()) @T 
€ { f \ nn u 
Fehl T) hl) di” ro): di BT? .. 
dev en P(Ff,ı()) ET P’(tfy41(t)) m 
( : ’ J u ) \ J 
+: de = FT dt’ ! 





und (vr), = (v),_, Ist, zu dem Gleichungssystem: 


ef, en a 

d(t? n !)) £ \ Ee+-n— e+n 
(n—1), PL.) = Re rl 

d’(tf.(t)) 9, Mehl) | ze Ei he u 
(n—1); di? — (n—2), - > ö +f-2() wu Past /n ‚d 


In—k(g4E n—k—1/(ge (t)) 
( —1),_, d (t f„(t)) — (n—2) d (t fn-ı(t) +... 


\N | = /k—1 dir —+—1 


der 


+ (1 UM, BETEN +1" rFf(d 





etc. 


Die letzte Gleichung des Systems entsteht für = 1 aus der erwähnten all- 
gemeinen Gleiehung, wenn unter 7, der Werth O verstanden wird. Dureh 
Auflösung dieser Gleichungen ergiebt sich 


x = 7 
und für k=1, 2, ... n—1 
(= BR-C", 


wo durch B, und C,, wenn k>1 ist, die Constanten 


i—n—1 in 
B= 3 (-NG-Dultlaß, = ED G-Dioule+i-1]oy 
in ik 
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wird. Indem man auch hier ?,_, als den Werth 0 und, wie bereits er- 
wähnt, y,„_, als den Werth 1 definirt, kann man in dem Ausdruck von B, 
die obere Summengrenze öi=n statt ö=n—1 benutzen, worauf für k=n i 
die Werthe B,=0, C,=1 erhalten werden; d. h. die obige Gleichung für i | 
(HD) giebt, wenn k=n gesetzt wird, den richtigen Werth der Funetion f,(Ü 5 

an. Es ist also für k=1,2,...n 


£ö = Br", 


und durch B,, €, die Constanten 
i=n—1 t in FE ö 
B, = n 1)" [e+i]l1ßi-15 C, = zs RR e+i—-1]17- | 
bezeichnet werden. Der Beweis dieser Gleichungen ist identisch mit dem E Ä 
der Formeln (95.) der Abh., wenn in letzteren 9,_,=0, %.-ı =1 genommen i Ä 


wo B;, ©, die Constanten: 


A 


B,= E(-Nd-DiuleH)ußo, \ 
Bor für kD>1, ; 
(61.) = 3(-1”"G-Y_.[e+i-1lo1Y-ı 








i—k 
B, — 3 Hlaß C, dem 2 (—1)""[e H-1]_1Y;-‘ 
(€ = @,_1—0,..,) bedeuten. 


Um die weiteren Rechnungen zu vereinfachen, transformirt man zu- 
nächst die Coeffiecienten P,, Y,. Es kommt hierbei die (in (65.) der Abh. 
erwähnte) Formel 


k=s Is Is ke) 

fg s- \ v “u v a) 

(68.) PP - gp(k, )) =22 geh, D) 
k=r i=k er ker 


zur Anwendung, in welcher g(k,T) einen beliebigen, von den Summations- 3 
indices k, ! abhängigen Ausdruck bezeichnet. Sind ferner K,,... K,, : 
L,, ... L, die Ausdrücke 4 
K, 2 At%t tens L, Ko ,utkt +4, 4 
K;, = 7,%+7%,%3+ al ur ARE AU L; u Adhathdst th, hun 


RK = A Ayree kn L un Adzuschns 


mi m 


und giebt man den Grössen %, %, ... #%, die Werthe 


z, Ay+t, 23 au a+f, ae. ZEBL Zn ai An+t, 











ROTE ET WARS SEO Ba na a0 sötbi nic an nn es She nn me nen a ei a F ' hgriag 
Fr rn ven ” . En EEE ERENTO TE, a en ia N OR a u 
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so besteht (efr. (79.) der Abh.) für v=1, 2,.... m die Formel 


(L,+m—r+1)EL,_ + mr +2EL,_.+ 


69. K | 
(2) a, Pr L+(m—1),_,P"L+(m),P. 


v 


Man bestimmt nun 2r—4 ÜÖonstanten &,, ... &, 0. o" , durch die 
Gleichungen 
0, — a—+1, e&, 2 +1. a a ‚= a ut » 


=e+rl, eB=e+tl, ... Go2=diotl, 


und nennt 


Au, .— 5 R, = L. 
A) = to +:-+0,_., R =0o+@+--+o, 
A = +0, +--+0,_,0,,, RR =0,0%-+010,- DR 
Ken Ri. = 0/02... 
Dann folgen aus der Gleichung (69.), in der {= 1, m=n-—2 gesetzt wird 


die Gleichungen 


ij “ 


Mi: . R,_ tOR_o+t@+l):R, -i — u uch u (n—d)n-; m t (n — 2), 1 R,. 


! „ . „ mw. Zi f / ON ia / g 7 
Ei u n—i + @+D,A, + (+2), EN + +(n—35), 1 +(n—2 An. 


Durch Substitution der Werthe von A,_,;,, und R,_,_, in die Gleichungen 
(64.) und Benutzung der Formel (68.) gewinnt man für ?, und y, die 
Ausdrücke 


,=n—?2 A=n—l 
I] PN q )) A an 2 . ( 1517 zZ 
(V.) P; ap . d, A, Be 2 d,_, R, i—-1® 
Ay =) 


Die auf y, bezügliche Rechnung ist genau gleichlautend mit der in der 
Abh. enthaltenen (1. e. (96.)), und die obige Gleichung für ?, ergiebt sich 


aus der dort durchgeführten Entwickelung, wenn » durch »—1 ersetzt wird. 


Die Grössen A, Yı, 7» Sind im Vorhergehenden als die Constanten 
! ! 
Pu . _ Aa A,_; 71 u Bi Yn Er 1 


definirt worden. Man erkennt leicht, dass diese drei Gleichungen in (70.) 
enthalten sind. Denn für 5, und y, erhält man, da d® =1 ist, aus (70.) 
die Werthe 


Po = A,_.+ A, 3+'"+4s, Yı una R, -2 + R,; +++ R,. 
10* 
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welche gleich A},_., R,_, sind, für y,_, den Werth dUZ?AR,, =1. Die 
Constanten /9,_, und Yu bedeuten, wie oben angegeben wurde, den Werth 0. 
Zwischen den Constanten &,, 0, ».. &,_. ©, und &,, O1, +». 
0,_, bestehen in Folge der Gleichungen (66.) die Relationen 
Zi A r 
| 0; u a, + 0,—13 0, u; 0, Tau u IE 0.2 = On. 0-15 
Zi ı 
| 1 . 0, +0,15 0; um. 0, +0, a N 01-2 und 0„-2+0,-ı- 
Bezeichnet man also durch W,, A, ».. W_, Ru, Rı, -.. NR,» die Werthe 
WU =1, RR, =1, 
U = tt +0, N = 0,+02+'"+ 0.2; 
A; 0,034 0,0344 0,_30, -2)9 RR; u 0,04 0,034 '""+0,_301_2; 


> 


u 
U,_2 = 02... 2, NR, = 0102-022 
so führt die Formel (69.) zu den Gleichungen: 


U, = 4-4 -D0,_ At OO At 

+ (Rn 3),1021 7A) + 2).-,0021A0, 
RR, = R+(G-DeoRnat Den Rnniat 

+ RI Rı+(n— 2), R: 
Aus (97.) folgt sodann 


BIER A,+0,_,%,-i, | 
R,=R+e,.,R-ı J 
\ A, Burg 0, 1, —2} R,_, . O1 Nr 


für 2=1,2,...0—2, 





Indem man für R,_, NR,_,;_, die soeben erwähnte Identität benutzt, erhält 
man die Gleichungen 

R,_ = R,_+ O0, RR, + Ü+D)e, Rot" 

71.) + +(n—1),_,04-, wenn i>]1, 
RA. = 0,’ R,_+0,_,R,_,+ nr. -ZR,+0,2.. 


Der Nachweis, dass durch die Substitution der Werthe 





u = 0, 1 f.(&) u Be —0,c"", 


B,, C, die Constanten (67.) sind, die Gleichung (49.) sich in die Glei- 
chung (60.) verwandelt, stimmt mit dem entsprechenden Beweise für die 
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genannte hypergeometrische Differentialgleichung »ter Ordnung fast voll- 
ständig überein. Die Gleichung (49.) nimmt zunächst die Form 
d"y v=-n—l1 d’y 
n—1 h) v—1 N 
Ei —— nn 28 ‚(x u 
dr" un w,( ) d.r’ j Y 


v= 


an, wo w,(z) für v=1,2,... »—1 die lineare Funetion 
w,(x) = D,c—E, 


bedeutet, deren Coeffieienten gleich den Summen 
kn 


D,= 3 (-1)"*(a,_,+k—1),_,[kı-,B,; 


k=v 
k—n 
E,= 3 (1) *a,_,+k-1),_,[k-1]_,C, 
ky 


-3 


sind. während unter w, die Uonstante 
kn 
= Eat k-D,[kLB 
verstanden wird. Wie aus dem Vergleiche mit (60.) hervorgeht, hat man 
zu zeigen, dass für v=1, 2,... »—1 die Function w,(x) mit der Funetion 
0,(xz), und die Constante w, mit Q, identisch ist. 

Unter den Coeffieienten E, erfordert der Werth E, eine besondere 
Behandlung. Man findet durch genau dieselbe Rechnung wie im $ 10 der 
Abh. (wo die Coefficienten der linearen Functionen ebenfalls D,, E, heissen) 
für „>]1 
E,= 2. di 2 (n—1),_.:R, 


n—u9 
1—) 


und 
Al A „ 2 „ n—3 Zi BR. 
E, = 0,-,\R._.+ 0,‘ FR, +0,—\R,_ Pi u u +0, 1 


oder, wegen der Formein (71.), 
i_n \ 7 A Yy 
E,= Z& TR, fr v>1l E=R,. 

Die Umformung, der man die Coefficienten D, unterzieht, ist in ihrem ersten 
Theil mit den entsprechenden Rechnungen der Abh. gleichlautend, wenn 
a, durch «,_,, und /,_, durch den Werth 0 ersetzt wird. Man erhält auf 
diese Weise zunächst die Gleichung 

=n—1 


i—_n—1 
D, er = G—-1)_,lo-1\,P; ı Tr, 1 = G-Di-ıl® —1] m n 


v—l1j7ı—1® 


Werden in die rechte Seite derselben die Werthe (70.) für die Constanten 
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P;_, substituirt, so ergiebt sich für D, ein Ausdruck, welcher dem in der 
Abh. vorkommenden analog ist, jedoch die Zahl »—1, statt n, als obere 
Summengrenze enthält. Indem man die nämlichen Formeln wie bei jener 
Entwiekelung benutzt, gelangt man zu der Gleichung 
(n_2) i=en—2 nl _ a 
D, nn a, + 5 ea. +, 42) Eu < ar ER 
i=Yv i=yv 
Hiermit ist (efr. (59.)) die Uebereinstimmung der Functionen Q,(z) und w,(z) 
bewiesen. 
In ähnlicher Weise findet man 
i=n—1 
y, _ 0-1 u [o.\—1]_ıß;-: 
oder, wenn für die Grössen /,_, die Ausdrücke (70.) eingesetzt werden, 
u=n—1 u—n—1 


iu 
—— V A \ u—1) er m u—l 
7 FR 0, n. RER - di“, [o, —1| > 77 0, 1 = A, - U -19n—1 
u= 5 — U= 


(efr. (47.)), woraus nach Berücksichtigung der oben erwähnten Formel für 
U,_, die Gleichung 

Yv= MR RE A, =0ı 
entsteht. 

Die Gleichung (49.) geht demnach für die genannten Werthe der 
Funetionen fi, fa, -.. f„, wenn gleichzeitig « = «,_, gesetzt wird, in die 
Gleiehung (60.) über. Hieraus ergiebt sich die weitere Folgerung, dass 
das bestimmte Integral (55.), sobald für T eine Lösung der Differential- 
gleichung (65.) substituirt wird, und die Grenzen g, h der Bedingung (52.) 
genügen, ein partieuläres Integral der Differentialgleichung (60.) darstellt. 


S 4. 
Wird die Gleiehune (60.) dureh eine Potenzreihe von der Form 
o 
y en a +art +. +eoctt' te. 
inteorirt, so nimmt bei Anwendune der Bezeiehnune (46.) dieieniee Glei- 
fen) fe) Deo) . ben) 
chung, welche den Anfangsexponenten 4 bestimmt, die Gestalt 


Al.+ ultra. ++rBß), + +nß)h+n[A, >= 0 


oder 
[A —1], tu -1],_2+ + r,[A—1],_, + +r[A—1], +t| u 0 


an. Aus (61.) folgt aber für 3=4—1, wenn zugleich die Beziehungen 





un 


ev. di 
EN RE 
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zwischen den Constanten R,, ... R 
die Identität 
a1]... +r,_,[4 1], + +11] +0 = (A —1+0,)(2—1+0,)...A—1+0,_,). 


Also erhält man die Gleichung 


„ı und ®@, ... 0,_, beachtet werden, 


,(4—1+0,)(A—1+0)...(A—1+0 ) — () 


welche für 4 die » Werthe 

0, 1-9, iI-9 ::.- 1-e,_; 
liefert. Es besteht ferner zwischen je zwei auf einander folgenden Üoef- 
fiecienten e, und e,,, die Relation 


A+k+1)/[+%,.,+tr._,[%+ Al, +, A+ Kl, ‚++ +r,|4 +kl+rie, 11 
== a„,[A+Al,_+a,,[#+ k], Fr. [A+Kk] tee a,[A +Kk, +A,lc,. 





fi “ ‚7 


woraus man nach Berücksichtigung der Gleichungen (61.), in denen s=4+h 
senommen wird, für e,., den Ausdruck 


“ (a, +A+k)(a,+A+k)...(@n_ı+7+%) 
GH = 7775 — —__ Be | 


(A+k+1)(o, +A+k)(e, +i+k)...(9n_+A+k) 


j P, 





C, 


ableitet. Hiernach ergeben sich. wenn durch F(a,,@,...a,: rırn...r.: 2 
die unendliche Reihe 


a a a A en ah. 8) 

EN 

ee. 1r m A a,(a,+1)a,(a,+1)...a.(a„+1) _ 
Er 2? 1.2.r (r +UYr,(r, +1)...rm(tmn +1) 


bezeichnet wird, und die Grösse A nach einander die oben genannten Werthe 
0, 1-o,, 1—-®,, ... 1—e,_, annimmt, die » Funetionen 


Be a 


Vn—1}% 
29 Fla,-o, +1, .... «,_,—0o,+1: 
2—0,, 020, 1 l, 0; —0,+ ..:. Q, —0,+1: Te), 
(73, Je Fan-etl, ... &.1-P+l; 
2—0, 9 —09:+1, ,—9+1, ... 0,_,—0o+1: €), 


1-0, 1m 
T i Fa, —e,_ı+1. ... ÖL, ı ‚+1: 
2 — 0-1, 9—0,-\ı+1, Yu ae 3 ‚+1: 1 





als partieuläre Integrale der Differentialgleichung (60.). Die Reihen (73. 
sind die Hauptlösungen dieser Gleichung, da sie durch Producte aus je 
einer eindeutigen Function und einer Potenz von x dargestellt werden. 
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In der Gleichung (65.), welche von derselben Form wie die Glei- 
chung (60.) ist, treten die Werthe n—1, f, «,, o,, ... an die Stelle der in 
(60.) vorkommenden Werthe 2, z, «,, @,, ... . Man findet also die zu (73.) 
analogen Reihen 


Fi, ee rer 
FRE. et 
(74.) 2—-0,, ®—0,+1, no 0, »—0+1; t), 
he "F—-o,_.+1, ... 4.—0.t+l1; 

2— 0,2, 9-0, +1, ... 0.-3—-0—.+1; f) 
als a—1 partieuläre Lösungen der Differentialgleichung (65.). Die diesen 





Werthen von T correspondirenden Ausdrücke von T sind nach (54.) und 
(66.), wenn die Function, die aus der ersten Reihe (74.) entsteht, zuletzt 
geschrieben wird, die folgenden: 
DT Foa-o+1, ... ,.2—0,+1; 

&—-0, +1, ,—0,+1, ... 0, —-0ı+1: N, 
Tre —oH+l1,... u2—09+l1; 
(75.) 9-9+1, 8-e:+1, ... -1-e+1; ©), 


TA Fe —o, +1, -.. .2—0,-\t1; 

0,70, th, @—0,-ı+1, u Yale te ri; E). 
Man substituire in die Gleichung (53.), in dr «=«,_, zu nehmen 

ist, für T nach (75.) den Werth 

MTPFo—o, +1, ... 0,.—0,+1; 
0,—0,+1; ...0,_1-0,+1, 0,11—0,+1, ... ,.1—0,+1; Ö 
und entwickele auch die übrigen in (53.) vorkommenden Funetionen von 
{ nach steigenden Potenzen dieser Variable. Hierdurch ergiebt sich für M 





eine Reihe, in welcher der Exponent der Anfangspotenz gleich «,_,—e,+1 
ist. Es soll nun vorausgesetzt werden, dass die Constanten &,_1, 013 +. O1, 
falls sie reell sind, den » Ungleichheiten 

76.) + -1<0, &,_,-0,+1>0, «,.1-—9+1>0, .... 1-01 >0 


venügen, und dass, falls sie complex sind, die entsprechenden Ungleichheiten 


für ihre reellen Bestandtheile gelten. Dann verschwindet M für t=(, 
welche der Functionen (75.) auch für T gesetzt werden möge. Ferner ist 





a RETTEN TE ein ae ee 
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M=0 für t=r, da nach (76.) die Zahl —«,_,—n-+1. welche den Ex- 
ponenten der niedrigsten in (53.) vorkommenden Potenz von t—r angiebt, im 
reellen Theil positiv ist. Die Gleichung (52.) wird also befriedigt, wenn 
man für g und A die Werthe O0 und x wählt. Hieraus folgt (nach $ 3). 
dass das bestimmte Integral 


(77) (a9 Tat 
0 
eine particuläre Lösung der Gleichung (60.) ist, sobald die Funetion T der 
Differentialgleichung (65.) genügt. 
Man definirt P(e,,®,,...v,_,,x) als die Function 


—Aa a 1) 0 —ıa y—l a r— pP 
/ n—1 n—ı1'n—1 sn—1l n—? n—?T"in—? 
On-1 €) ©n—1 (0._2 Yrü v,_) On—2 
O(n— 2 4n— 31 0. —30n—3 O—l— 1 „AO \0,—a Il „a, 0, „2° 
.(0,_3—%,_2) Un—3 (9 — 95)" a v;' “ vd u v| e 


oder in kürzerer Schreibweise 


k=n— 
ze —— ün_ 10, a 0). ; Q.}. E % u. 
(18.) bo, O0. On ©) = (9_1—E) u Pr Du (dr) In 
— 


Dann erhält man als partieuläre Lösung der Differentialgleiehung (60.) zu- 
nächst das (a—1)-fache bestimmte Integral 


n rx n—1 mn? ”d \ 
(79) SF d,,f duef densef Bla 9 »-- 9-1. Z)de,, 
0 


0 0 0 

in welchem die Integration nach e, zuerst. die nach ®,_, zuletzt auszuführen 
ist. Für a=2 und für »=3 ist die Eigenschaft dieses Integrals, der Glei- 
chung (60.) zu genügen, direet abgeleitet worden (efr. (23.) und (28.)). 
Um den Beweis im allgemeinen Fall zu geben, wendet man einen Induc- 
tionsschluss an. Es werde vorausgesetzt, dass das dem Ausdruck (79. 
entsprechende (na—2)-fache Integral 


+ en? Pn—3 m R 
/ dv,_/ do,_; / do, gie (9%, 9%, ».. %_2, E)do,, 
0 2 


« 
0 0 0 


in welchem %(v,, ®,,.... %,_,, £) die Function 
2 22.0 a1, ap) 
(0,_.—8) un ° ‘en (dr) Ü 
1 
bedeutet, die Differentialgleichung (65.) befriedige. Dann darf dieses Inte- 
gral an Stelle von T in (77.) eingeführt werden, so dass das (a—1)-fache 
Integral 


%r 7, Un) n—3 >o_ a 0 0. 

dt / dv,_; de,_; EP et ne u 
2 —4 \ ‚ 
0 0 0 1 F 


we; u 
eine Lösung von (60.) darstellt. Nach (66.) ist aber 
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’ e 1 ’ ’ Br ! 4 1 BER 1 
= 0-17 21 RT HT: Ar KIT Ort 
woraus, wenn ov,_, statt £ gesetzt wird. die Identität 
—An—1, An—17"9n—1 
(o,.-2) "0, Po, dr, +: Yu du) = Pl, da + un ©) 


folgt. Die Funetion (77.) geht also, wenn man für T das genannte (n—2)- 
fache Integral substituirt, in das Integral (79.) über. Demnach ist letzteres 
eine particuläre Lösung der Gleichung (60.). 
Verbindet man die Variablen v,, ®,, ... ®,_, mit neuen Variablen 
by, bs... 4,_, durch die Gleichungen 
v,=0h, Hay, :-:: Yamada NV MN 
aus denen sich die Werthe 
hr cd, da =hrılaır.b12d, do, , = zd,_,, 
ergeben, so transformirt sich das Integral (79.) in den Ausdruck 
Ber: 5 el ee ie a Ne D,dt,, 
0 


wo zur Abkürzung 
—@ k=n— PB 0 Eu, 
PD = an— ef 0} (1- ii.) n—1 IL a '(1- Lt! ' Zu 


gesetzt ist. Die se wird in die Reihe 


tlgntg 1X . L l,. „1% tı nn 8” 

e „> Zu 1+ Di +..4 aan ee. 
entwickelt. Dann ist, EN, von der Kae: von —1, der Factor von 
BETT [a . . e . 
13 in der betrachteten Funetion gleich dem Producte 


f erg Jr n I ET TFA, 


k=n—2 


E(e,_—0,+r+1,1-— On ı) LA E(a,— oe, +r7+1, Hr). 
Indem man auf die Eulerschen Zöläseeie die Reduetionsformel 


UDO a(a+1)...(a+v—1) n \ 
E(a+v,b) (a+b)(a+b+1)...(a+b+v—1) E(e, 6) 
anwendet und eine Constante ZL, durch die Gleichung: 


1)" ro +’ + On—1 u © ange rn BE as 


ne(- E(a,—0,+1,9—-0,)E(—g,+1,6—-0:)... 
„E(a,.—0o-+1, 0,1%, JE(ae,_-0o+1, 1—«,_,) 
definirt, erhält man für das Integral (79.) den Ausdruck: 


Fla—0-+1, 1 —Qıt1; 2-9, @-Qıt1, --- On -g1t1; ). 


Derselbe stimmt, wenn man von dem constanten Factor A mit dem 
zweiten partieulären Integrale (73.) überein. 
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Die übrigen in (73.) angegebenen Hauptlösungen der Differential- 
gleichung (60.) lassen sich ebenfalls auf die Form (n—1)-facher bestimmter 
Integrale bringen, in denen die zu integrirende Function gleich der in (78.) 
genannten Grösse D ist. Nach $ 3 wird die Gleichung (60.) auf eine 
Differentialgleichung (a—1)ter Ordnung, diese auf eine Differentialgleichung 
(na—2)ter Ordnung redueirt, und so fort, bis man zu einer Differentialglei- 
chung zweiter Ordnung von der Gestalt (12.) gelangt. Bei dem Integral 
(79.) ist das partieuläre Integral der Gleichung zweiter Ordnung, das dem 
Ausdruck (23.) entspricht, gewählt worden. Nimmt man statt dessen diejenige 
Lösung, die in (25.) angeführt ist, so ergiebt sich das (n—1)-tache Integral 

(0,e,) 


80) [anf "dorf" don..f "do, f Bio, 


) 0 ” — 

das nach $ 3 wiederum der Differentialgleichung (60.) genügt, und das für 
n=3 in das Integral (29.) übergeht. Setzt man das Reductionsverfahren 
nur bis zur Differentialgleichung dritter Ordnung fort und benutzt für letztere. 
welche die Gestalt (15.) hat, das zu (34.) analoge partieuläre Integral, so 
findet man, dass der Ausdruck 


?x rn] 4) *(U,e,) °r, 
/ de,_./ do,_2... / dv, / de, / Pd, 


0 0 0 —& 0) 


eine Lösung von (60.) ist. Es soll hier der allgemeinere Ausdruck 
(V,r,) 
. yP 


81) Sof" dor. de, [af "do... [ "Div, 


) 0) 0 ( 


in welchem die letztgenannten Integrale enthalten sind, betrachtet werden. 
Die Zahl p nehme die Werthe 2, 3, ... »n—1 nach einander an; für p= 2 
wird unter (81.) das Integral (30.), für p=n-—1 das Integral 


’r (O,r, 1) On? vw 
/ dv, a / do, _2 / dv,_; Z.. / Dde, 


0 2 0 0 
verstanden. Als Integrationsweg der Variable e,_, möge in (81.) ein 
(doppelt durchlaufener) Abschnitt der negativen reellen Axe und ein um 
den Nullpunkt gelegter Kreis, dessen Radius grösser als mod.x ist, ge- 
nommen werden. Man führt zunächst statt ®,, ®,, ... ®,_, neue Variable 
tb, tb, ... £,_, mittelst der Gleichungen 
vs, = ul, %= Yb, A Er u ve 
in (81.) ein. Es ist dann (für k=1,2,... p-2) 
, =hlrr ch, dr = brılrret,d,ıdt 
Die von ®,, ®%, ... ®,_, abhängigen Factoren der Funetion ? werden nach 


25” 
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(78.) durch das Produet 


k=p—? 
. Yk+1Tap 1 aR—0x 
e i (0,— %;1) ®; 
A -1 


dargestellt. Durch eine Rechnung, welche der für das Integral (79.) ange- 
gebenen Transformation entspricht, zeigt man, dass das (p—2)-fache Integral 
er . 0 —ay 1 ay—p 
RR} e"de, I (v9) oa“ 


1 » 
ST af n 


v 0 0 


durch die obige Substitution in das Product aus dem Werthe 


0n—? 


k=p—?2 


( RETTET TE ep-1701 
—-i) d,-ı 


und dem Integral 
1 N ( el 20 u ar +17 1 
/ di,_: CN / dt, e EL t, (1-1,) 
0 v 0 . 


übergeht. Es werde ferner der in der Function ? vorkommende Factor 


an! . . . . . 
(v,_,—?,)” >" nach dem binomischen Satze in die Reihe 
ve.) 


9%, Zune —1 77 pp Opa - —1 = l 0, 


%-ı d,-1 

entwickelt. Die Reihe convergirt, da wegen des für v‚_, vorausgesetzten 
Integrationsweges mod. v,_, stets grösser als mod. x ist, während die Moduln 
Von %,, ®yyır > ++ %u, Wie man bestimmen darf, in (81.) den Werth mod. x 
nur als Maximum erreichen. Indem man der Symmetrie halber noch 


v,_, = t,_ı Setzt, findet man für das in (81.) enthaltene (p—1)-fache Integral 
(ey) 


p—1 v9 k=p—1 0 -aı—1 Ar—-p 
/ do,_. / do,-.2.../ dv,e” EL ee FON u Socke 
0 63 


— ı. 0 


den Ausdruck 
Fe +o,_ 1a _9—D >. a) 
(— + al r&%p—1 ap—? P> (1) (0,— 0, 1—-Vıe,@,, 


wo G, das (p—1)-fache constante Integral 


(0) ep-9—t-1 1 u ar "Tg ar —0, Ok+17 01 
0 0 ei 


bedeutet. Der Binomialcoeffieient (o,—«,_,—1), hat für 2=0 den Werth 1. 
Es möge ferner durch H, das (a—p)-fache Integral 


2 Pa] 
H,= / du,./ don... 
() ı) 


e - : 
pHl a k=n—2 5 
. An Mn tn O4 a1 a, 0% 
. / dv, (0„_,—T) ü,—ı Ü, RL (%— 941) 17 
« =p 


0) 


bezeichnet werden. Dann ist das Integral (81.) gleich der Summe 
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0,+ +0, — a — 27 ‘ı 

(—1) es } 3 (- Y(o,—e,_—1),@,H, 
ernten FRE 2) an TE (a,1—9, +1) ,-ı—-9,+2)...(&,-ı—0, +1) GH 

Um AH, umzuformen, substituirt man 

%,=d,rıl,; %,41ı = 0 

woraus 


prrbors u. a. ua 


ch ae ef 


folgt. Üierderch ergiebt sich 
\anttan_ı- u OR au ae Zug, 
(—1) ? Bu H, 


= er te td, Wu / PAGE A er 
o 


/ 
0 


p+r2°’° n ıT, etc. 


1-0, „ri k=n—2 

LT E(e,_- 0,+ I+ 1, 1— 1-1) dl E(o,- ®, 4 

so dass, wenn die zuvor erwähnte ee für die Eulerschen 
Integrale berücksichtigt und die Bezeichnung (48.) angewendet wird, die 
Gleichung 


, 


I+1, 0,4,1—6,), 


% „tr BE an —| ı +e0-P- 1 
(— 1) ? 27 y+ n— H, 
lo, +/ le, M —P) + 1 l/ 


= re E(a,_—e,+1,1-a,_,) 
[2— 0; ]: 


ki=n—? a —0D, 1-1 s h 
x 1 ler er l — E(a,—o,+1, 41-0, 
> [a4ı—g+1]. 
entsteht. Der Werth des Integrals @, ist durch die Formel (22.) der Ab- 


handlung „Ueber ein vielfaches, auf Eulersche Integrale reducirbares Inte- 
gral“ (dieses Journal, Bd. 107, 8. 253) bekannt. Denn diese Formel geht. 
wenn daselbst 


m=p-2, a=9-0,+4H41, ,=%—0, «=0,; 


k 0, 
gesetzt wird, in die Gleichung 
ur 7 f ‚ 
G, = I(g,-—o—D IL E(u—o,+1+1, 9,1) 
über, der man (efr. (32.)) die Gestalt 
Y (RK Er ur @ ) +1 7 . \ 
G, = (99) n ae E(o,—o,- 1, 0,,1—0,) 


[a-g+11 = (an—@+1] 
geben kann. Durch Einführung dieser Werthe von @, und H, verwandelt 
sich der Ausdruck, der für das Integral (81.) erhalten wurde, in das Pro- 
duet aus einer Constante, der Potenz x “” und einer Reihe von der Form 
(2... Man bezeichne, indem man zur Abkürzung 
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0,+ 0; + > 2. 0,-1t7%4ı+ Es 4 0, 0, RE UREDR, G,_.— 0, EP. —(0, ı—n-+1 ==. dd 
setzt, durch Z, die Constante 
(1) Io, 0,)E(&ı—e,+1, e—-0,)E(&—0,+1, 0-02)... 
Ela, 2— 0,+1, P,—ı "0, 2) 
.E(0,—( rl, ®, +1 0,)...E(a, 2—0,+1, O„—1 m JE, —0,+1, 1l—a, )» 


Dann a sich (für p=2, 3, ... n—1) die Gleichung 


2 tn —1 +1 (rn) - 
/ de, af de, BR | do, / do... / v,_. fl ddr, 
(0) 0) 


0 —% 0 

7 le Le "Fa —o,H, ... 0, +1; 

2— 0, 01-0, +1, .. ,1—-9,+1,0,41—0,+1, » „-10,+1; 2). 
Von den rn in (73.) nn Hauptlösungen der suis 


chung (60.) sind hiermit die a—1 mehrdeutigen auf bestimmte Integrale der 


Funetion 2 zurückgeführt worden. Es bleibt übrig, ein analoges Resultat 





für die eindeutige Hauptlösung 
Fi ie si ii 
abzuleiten. Man bilde das (a—1)-fache Integral 


e “(0,r) In—1 n—2 d, 
(83.) [Taf de,2f dos... "Dao,, 
. « « rf 


V 0 0 
in welchem die Variable v, , (wie in (81.) die Variable v,_,) einerseits 
einen Abschnitt der negativen reellen Axe (in beiden Richtungen), anderer- 
seits eine Kreislinie um den Nullpunkt, deren Radius grösser als mod. x ist, 
durchlaufen möge. Durch Entwiekelung der in ? vorkommenden Potenz 


a ' in die Reihe 


* -/1 Gr —. e; Pa _— T On ı(@„_ı+1) x” I 
4 oe %,—ı + . + j 5) a BETH 
Un—1 1 er Ün—ı 


entsteht aus ie Integral (83.) die u 
G On— On— 1 57 n ] e 
&,- 1 G,cH+ ı( T ) G,2°’-4...+ Sr S,ac+-, 
I 


in der ©, das (»n—1)-fache constante Integral 


(0) _ - Pr. ” w.—. Op+1—ari aror 
0, — DL 
& = » 'do,_. / do, Sf dv, e" EL (©, —U41)' v; 
0 


% 0 


bedeutet. Verbindet man e,. ... ®,_, mit neuen Variablen #,. ... #,_, durch 
die Gleichungen 


ou. dot, ’ ,=b; b;, di ER De ob; %.—, = L, -19 
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so dass, für k=1, 2, ... n—2, 
®, — Baba can; dv, =—— burıbarae bb, 
ist, und nennt man 0’ die Zahl 


! 
em 0&+0;+'+0, EEEERTDLEIE TE TR 


so ergiebt sich 
iu (0) Bi »] 1 lan k=n-?2 „ . Ok 410% 
(—1) "&, a. / n dt... / denn... [ dt, e er II ' (1-1) p 
0 0 


k=1 
—. 
Das rechts stehende (»—1)-fache Integral hat aber zufolge der Formel (22.) 
des zuvor genannten Aufsatzes*) (woselbst m =n—-2, a=o,+I, b, = ,—0.. 


= 1 —0, gesetzt wird) den Werth 


k=n—?2 
IX1-eı-I1) EL E(,+1, 4%) 


T1-e) k=n—2 | @(® +1)...(@ +1—1) 


e,(0, 4 1). . (0, +11) k=1 Ox+1(O+1 + 1). .. (++ 1—1 
3jezeichnet man also durch Z die Constante 


(-1) I(1-o,)E(a,, 9—a,)E(e,, —@)... Ela, ,, 9-1—-%,_.), 
so ist das Integral (83.) mit dem Ausdrucke 


nad \ 
E(a,, 0,1 —0,). 


Br A M) 
identisch. 

Die Rechnungen dieses Paragraphen enthalten die Voraussetzung. 
dass die betrachteten bestimmten Integrale convergiren, was gewisse Be- 
schränkungen für die Constanten &,, 01, »-. &,_1, @,_, zur Folge hat. Je- 
doch lässt sich in den Fällen, wo bei (79.), (80.), (81.). (83.) Divergenz 


eintritt — sei es an einer unteren Grenze O0 oder an einer oberen Grenze 
ö,, 2, — die vorstehende Entwickelung in derselben Weise ergänzen, wie 


dies für die Differentialgleichung dritter Ordnung in $ 2 ausführlich ange- 
geben worden ist. Man ist im Stande, die Differentialgleichung (60.) auch 
im allgemeinen Falle mittelst bestimmter Integrale, in welchen # die zu 
integrirende Funetion ist, zu lösen, indem man geschlossene Integrations- 
wege, die aus einfachen oder doppelten Umläufen um die bisherigen Grenzen 
bestehen, anwendet. 


*) Dieses Journal, Bd. 107, 8. 253. 
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Sophie von Kowalevsky. 


lc erfülle die traurige Pflicht, den Lesern dieses Journals von dem Hinscheiden der Frau 
Sophie von Kowalevsky. geb. Corvin-Krukowskoy, Kunde zu geben. 

Sie wurde am 15. Januar 1851 zu Moskau geboren, verheirathete sich im Jahre 1868, erhielt 
1874 in Göttingen, nachdem sie ein Jahr (1869/70) in Heidelberg und dann vier Jahre mit kurzen 
Unterbreehungen hier in Berlin, vornehmlich unter Herrn Weierstrass' Leitung, mathematischen Studien 
obgelegen hatte, auf Grund einer im 80. Bande dieses Journals abgedruckten Dissertation die Doctor- 
würde und im Jahre 1854 an der Universität Stockholm eine Professur. 

Die letzte Ferienzeit im December vorigen und Januar dieses Jahres brachte Frau von Aowalevsky 
hei Verwandten in der Nähe von Nizza zu, hielt sich dann auf der Rückkehr einige Tage in Paris und 
in Berlin auf und reiste am Montag den 2. Februar von hier nach Stockholm ab. Dort erkrankte sie 
bald nach ihrer Ankunft an einer Pleuropneumonitis und erlag derselben am Dienstag den 10. Februar 
Morgens 4 Uhr. So ward sie schon im Alter von 40 Jahren viel zu früh der von ihr mit ausgezeichnetem 
Erfolge gepflegten Wissenschaft und dem grossen, ihr in Liebe und Verehrung zugethanen Freundes- 
kreise entrissen. 

Sophie von Kowalevsky (nach ihren letzten Visitenkarten „Sonja Koralevsky“) verband mit einem 
ausserordentlichen Talent sowohl für allgemeine mathematische Speculation als auch für die bei der 
Ausführung speeieller Untersuchungen nothwendige Technik gewissenhaften, unermüdlichen Fleiss, hielt 
hei intensivster Fachthätigkeit stets ihren Sinn für andere geistige Interessen offen, bewahrte dabei 
immer ihre Weiblichkeit und erwarb und erhielt sich darum im Verkehr auch die Sympathie derjenigen, 
die ausserhalb ihres fachwissenschaftlichen Kreises standen. Die Geschichte der Mathematik wird von 
ihr als einer der merkwürdigsten Erscheinungen unter den überhaupt äusserst seltenen Forscherinnen 
zu beriehten haben. Ihr Gedächtniss wird durch die zwar nicht zahlreichen aber werthvollen Arbeiten, 
welche sie veröffentlicht hat, in der ganzen mathematischen Welt fortdauern, die Erinnerung an ihre 
bedeutende und dabei anmuthvolle Persönlichkeit wird in den Herzen aller derer fortleben, welche das 
(rlück hatten, sie zu kennen. 


Die Titel der sechs von Frau von Kowalevsky publieirten Abhandlungen lauten buchstäblich: 

I. Zur Theorie der partiellen Differentialgleichungen. Inaugural-Dissertation zur Erlaugung 
der Doetorwürde bei der philosophischen Facultät zu Göttingen von Sophie v. Kowalersky, geb. v. Corvin- 
Krukowskoy. Berlin 1874 bei Georg Reimer. Abgedruckt im 80. Bande dieses Journals, S. 1—32. 

2. Ueber die Reduction einer bestimmten Klasse Abde/scher Integrale 3ten Ranges auf ellip- 
tische Integrale, von Sophie Kowalevski in Stockholm. Acta Mathematica Bd. 4, S. 395 —414. 1884. 

3. Ueber die Brechung des Lichtes in eristallinischen Mitteln, von Sophie Kowalevski in 
Stockholm. Acta Mathematica Bd. 6, 5. 249—304. 1885. Die Widmung eines Exemplars dieser Ab- 
handlung, welches ieh von der Verfasserin erhalten habe, trägt die Unterschrift „Sophie v. Kowalerski*. 

t. Zusätze und Bemerkungen zu Zaplace's Untersuchung über die (restalt der Saturnsringe. Von 
Frau Sophie Kowalewsky in Stockholm. Astronomische Nachrichten Bd. 111, Nr. 2643, S. 57—48. 1835. 
er Redaetion überreicht von Hugo Gylden. 

5. Sur le probleme de la rotation d’un corps solide autour d’un point fixe, par Sophie Ko- 
walevski A Stockholm. Acta Mathematica Bd. 12, S. 177—232. 1889. (Auf S. 177 findet sich die An- 
nerkung: „Ce memoire est le resume d’un travail auquel l’Academie des Sciences de Paris, dans sa 
secance solennelle du 24. decembre 1888, a decerne le prix Bordin eleve de 3000 a 5000 franes*.) 

6. Sur une propriete du systeme d’equations differentielles qui definit la rotation d’un eorps 
solide autour d'un point fixe, par Sophie Kowalevski a Stockholm. Acta Mathematica Bd. 14, 
Ss. 81--9. 1889. 


Berlin. den 20. Februar 1891. L. Kronecker. 
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6. Hauck, Theorie der trilmearen Verwandtschaft IV 
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Ueber lineare Mannigfaltigkeiten projeetiver Ebenen- 
büschel und collinearer Bündel oder Räume. V, VI*), 


(Von Herrn Th. Reye in Strassburg i. E.) 


V. 

Einen besonderen heiz bieten unsere linearen Mannigfaltigkeiten 
durch die Verschiedenheit ihrer Erzeugnisse und der sonstigen von ihnen 
abhängigen oder sie bestimmenden Gebilde. Sie führten uns schon in den 
früheren 'T'heilen dieser Arbeit zu mancherlei Gruppen sowohl von Punkten 
als auch von Strahlen und Ebenen, zu Raumeurven und räumlichen Ebenen- 
büscheln, zu Flächen als den Orten theils von Punkten theils von Ebenen, 
ferner zu Schaaren, Gongruenzen und Öomplexen gerader Linien, zu Büscheln, 
jündeln, Schaaren, Netzen, und höheren Systemen von Raumeurven und 
Flächen. Bei einer und derselben linearen Mannigfaltigkeit pflegen ver- 
schiedenartige solche Raumgebilde zugleich aufzutreten, die zu einander in 
vielfachen und innigen Beziehungen stehen. Wir erinnern beispielsweise an 
das Haupttetraeder, den tetraedralen Strahleneomplex, die ©’ Ordnungseurven 
und die oo* Ordnungsflächen eines Raumbüschels; an die Kerneurve ec’, deren 
Doppelsehnen-Schaar, die x’ kubischen Ordnungstlächen und die ®’ Haupt- 
tetraeder eines Raumbündels, und an die Kernfläche Ä*, die ©’ Kerneurven, 
die »o* Haupttetraeder und die ©’ kubischen Ordnungsflächen eines Raum- 
gebüsches. 

Auch bei der linearen Mannigfaltigkeit &, von x* collinearen Räu- 
men, von welcher dieser fünfte Theil meiner Arbeit handelt. treten zahl- 
reiche und verschiedenartige Gebilde auf. Als wichtigstes derselben werden 
wir eine „kaupteurve“ zehnter Ordnung kennen lernen, durch welche i. A. 
alle übrigen und ‚3, selbst bestimmt sind, und in welcher die &° Kern- 
flächen vierter Ordnung von 3, sich schneiden. | 


*) Fortsetzung und Schluss von Bd. 107 S. 162 dieses Journals. 
Journal für Mathematik Bd. CVII. Heft 2. 12 


nz 
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$ 16. 
Die lineare Mannigfaltigkeit |&,| von 00% collinearen Räumen und das |e,|-Gebüsch |#4,3 . 

88. Eine lineare Mannigfaltigkeit | 8, besteht aus o* collinearen 
häumen und ist durch beliebige fünf derselben bestimmt. Sie enthält (36.) 
x” haumbüschel 8, , x" Bündel |3,| und x* Gebüsche 8, , deren &” 
Haupttetraeder, &” Kerneurven ce” und »* Kernflächen K* wir auch zu 
>, rechnen. Beliebige zwei, drei oder vier Raumgebüsche von |&, haben 
einen Kaumbiündel, einen Raumbüschel resp. einen Raum gemein (35.). 

Auf 5, ruht ein „Gebüsch“ '&,,; von &* collinearen Mannigfaltig- 
keiten &,, die aus je oo* homologen Ebenen der Räume von |, bestehen. 
Dieses Gebüsch '&,, ist durch beliebige vier seiner collinearen '&, bestimmt 
und enthält alle durch je zwei bezw. drei derselben bestimmten Biüschel 
&,, oder Bündel &,,. Die eollinearen Räume von 3, bestehen aus je 
0’ homologen Ebenen der Mannigfaltigkeiten von &,. 

Die sich stützenden Mannigfaltigkeiten 3, und z,, hängen i. A. 
von 40 Parametern ab (vgl. 30.). 

89. Jedes Raumgebüsch ‚3, von 3, ruht (30.) auf einem Gebüsche 
T, homologer Räume der © collinearen ‘2, von &;,. Seine Kernfläche 
vierter Ordnung K* enthält die Doppelpunkte der x” singulären Räume und 
die Schnittpunkte homologer Ebenen aller Räume von 8, sowohl als auch 
von T,; sie ist der Ort dieser Punkte (32.). Da zwei Gebüsche von |, 
allemal einen Raumbündel gemein haben, so gehen ihre Kernflächen K* 
beide durch dessen Kerneurve e’ sechster Ordnung (32.), schneiden sich aber 
noch in einer Raumeurve ec" zehnter Ordnung. In den Punkten dieser 


„Haupteurve‘“ ce 


von 2, und &,, treffen sich je * homologe Ebenen 
der Räume von >,, durch sie gehen folglich alle &* Kernflächen K'. 
Jeder Punkt von e' ist Mittelpunkt eines Bündels, auf welchen eine Mannig- 
faltigkeit von #,, sich redueirt, und Doppelpunkt der ©! singulären Räume 


eines speciellen Büschels >, von 3,; in ihm schneiden sich die Axen 


von 0’ homologen Ebenenbüscheln der x’ 


collinearen |&,. Der Ort eines 
Punktes, in welchem homologe Ebenen von fünf beliebigen collinearen 
Räumen sich schneiden, ist also i. A. eine Raumeurve c'’ zehnter Ordnung. 

90. Die lineare Mannigfaltigkeit | 3, enthält ©’ singuläre, in Ebenen- 
bündel ausgeartete Räume (89.); jeder Punkt der Haupteurve ce" ist von 
oc', jeder andere Punkt ist von einem dieser Räume der Doppelpunkt. Die 
Kernfläche eines Gebüsches von &,, welches vier dieser singulären Räume 
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oder zwei dieselben enthaltende Raumbüschel verbindet, geht durch deren 
vier Doppelpunkte. Vier beliebige Punkte können demnach mit ec" durch 
eine Kernfläche X* verbunden werden. Durch drei Punkte geht allemal 
eine und i. A. nur eine der ©” Kerneurven ce’ von 3,|; der zugehörige 
Raumbündel (23.) verbindet die drei singulären Räume von 2,, welche 
jene Punkte zu Doppelpunkten haben. Durch einen beliebigen Punkt gehen 
0° Kernflächen. und &* Kernceurven von 2,, durch jeden Punkt von ce" 
aber gehen &° Kerneurven. Drei Punkte von ec" können durch ©’ Kern- 
eurven ec” verbunden werden. | 

Die Haupteurve ce" bildet mit jeder Kerneurve ec’ die Grundeurve 
eines Kernflächenbüschels von >,; denn alle dureh drei beliebige Punkte 


6b 


von ce” gehenden Kernflächen K* schneiden sich in ec” und ec’, und dureh 


jeden Punkt des Raumes geht eine von ihnen. 


91. Ein Raumbüschel, welcher zwei singuläre Räume von 3, ver- 
bindet, hat deren Doppelpunkte zu ‚Hauptpunkten. Zwei Punkte bestimmen 
demnach i. A. ein Haupttetraeder von >,, zu dessen Eekpunkten sie ge- 
hören. Jedem Haupttetraeder können ©’ Kernflächen K* und Kerneurven 
ce’ umschrieben werden, weil jeder Raumbüschel von &, in &’ Gebüschen 
und Bündeln von 3, enthalten ist (36.). Ein Haupttetraeder ist i. A. jeder 
Kernfläche oder Kerneurve eingeschrieben, die durch zwei seiner Eekpunkte 
geht. Die acht Eckpunkte von je zwei der ©” Haupttetraeder liegen mit 
ec" auf einer Kernfläche K* (90... Wenn zwei Haupttetraeder einen Eck- 
punkt gemein haben, der nicht auf c" liegt, so sind sie einer Kerneurve 
c’ eingeschrieben. 

Weil ein Raumbündel und ein Gebüsch von |3,| einen Raumbüschel 
gemein haben (88.), so schneiden sich eine beliebige Kerneurve e’ und eine 
Kernfläche K* von |>,| in den vier Eekpunkten eines Haupttetraeders. Die 
übrigen 20 Schnittpunkte von e’ und K* liegen auf der Haupteurve ce”. Die 
>” Kerneurven ec’ haben demnach mit ec" je 20 Punkte gemein und werden 
von einer beliebigen Kernfläche K* ausserdem in den Eekpunkten je eines 
Haupttetraeders von |S,| geschnitten. Drei beliebige Kerntlächen schneiden 
sich in e”' und in den Eekpunkten eines Haupttetraeders; zwei auf einer 
Kernfläche liegende Kerneurven sind einem Haupttetraeder umschrieben 
(vgl. 32.). 

92. Durch drei beliebige Punkte einer Sehne s von ec" geht eine 
Kerncurve c’, welche in s und eine Raumeurve ec fünfter Ordnung zerfällt; 
12* 
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denn die oo! Kernflächen K*, welche die drei Punkte verbinden, gehen alle 
durch s. Der zu ec” gehörige Raumbündel |3,| enthält oo! singuläre Räume 
von |$,|, deren Doppelpunkte auf s liegen, und ist durch drei derselben 
bestimmt. Da diese Räume nach jedem der beiden Schnittpunkte von s und 
c" homologe Ebenen schicken, so haben sie und die übrigen Räume von 
IS, die Gerade s entsprechend gemein. Die beiden Theile s und ce’ der 
Kerneurve ec” schneiden sich in vier Punkten (285.). Die singulären Räume 
von |S,|, deren Doppelpunkte auf s liegen, bilden eine quadratische Mannig- 
faltigkeit, denn ein Gebüsch 3, von |, enthält i. A. zwei von ihnen 
(vgl. 28b.). 

93. Die singulären Räume von 3,|, deren Doppelpunkte mit drei 
Punkten von ec" in einer Geraden und somit auf einer „Doppelsehne‘ *) o 
von ec" liegen, bilden einen Raumbüschel 3,. Denn sie liegen in jedem 
durch zwei von ihnen gehenden Gebüsche von &,, weil die Kernfläche 
eines solchen Gebüsches fünf und somit alle Punkte von ® enthält. Die 
> Büschel des auf ‚3, ruhenden Complexes «, schieken durch jeden 
Punkt von ve homologe Ebenen, und & von ihnen haben v zur Axe (13a.). 
Auf jedem durch 8, gehenden Raumbündel 8, von ‚3, ruht demzufolge 
ein Bündeleomplex S,, von welchem ’ Bündel den Strahl » entsprechend 
gemein haben; diese oo’ Bündel aber bilden ein specielles Netz, und ihre 
Ordnungsfläche F} ist geradlinig und hat e zur Doppelpunktsgeraden (19.«.). 
Die übrigen kubischen Ordnungstlächen von 3, gehen durch e, weil das 
specielle Netz mit den übrigen Netzen von 'S,;| je eine Bündelreihe gemein 
hat, deren Ordnungseurve in e und je zwei andere Gerade zerfällt. Die 
Kerneurve € von 3, und 8, , in welcher F} und die übrigen Ordnungs- 
flächen sich schneiden (23.), zerfällt deshalb in ve und eine Kaumeurve e’ 
fünfter Ordnung. Letztere hat mit e drei Punkte gemein; denn eine durch 
v gelegte Ebene schneidet F} in e und einer Geraden g und hat mit e 
tünf Punkte gemein, von denen nur zwei auf g, die drei übrigen also auf 
v liegen. 

Eine Doppelsehne e der Haupteurve c'’ bildet sonach mit &’ Raum- 
eurven e' fünfter Ordnung je eine Kernceurve ce’ von &,. Durch jeden 
Punkt des Raumes geht (90.) eine dieser ec’; dieselbe hat drei Punkte mit 


*) Analytisch finde ich, dass 17 Doppelsehnen oder Trisecanten von c'’ durch einen 
beliebigen Punkt dieser Curve gehen. 
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« 


ve und (91.) 17 Punkte mit ec" gemein und liegt mit ' ihrer Sehnen g auf 
einer kubischen Fläche, welche e zur Doppelpunktsgeraden hat. 

94. Die kubischen Flächen, welche irgend drei Räume von |, 
mittelst ihrer homologen Bündel erzeugen, nennen wir „Ördnungsflächen“ 
von |&,| und '&;. Zu ihnen gehören die ©’ Ordnungsflächen jedes Raum- 
bündels von ‚&,, welche in dessen Kerneurve ec’ sich schneiden (23.), sowie 
die x" Ordnungsflächen jedes Gebüsches von 3, (32.). Ueberhaupt giebi 
es oo’ kubische Ordnungsflächen F’ in |&,'; jede von ihnen geht durch 


6 


eine der ©" Kerneurven ec’ und schneidet &’ andere Ordnungsflächen in 


dieser ce. Jede Doppelsehne der Haupteurve ec” ist Doppelpunktsgerade 
einer geradlinigen Ordnungstläche (%3.). 

Jede '&,, von &,: ruht (52.) auf einer linearen Mannigfaltigkeit $,, 
die aus homologen Bündeln der &* Käume von |, besteht. Die kubischen 
Ordnungsflächen der ©” Netze von 'S, sind zugleich solche von 2, ; sie 
sehen (54.) alle durch die 10 Kernpunkte X von 'S, und &,. Diese 10 K 
liegen auf der Haupteurve ce”, weil in ihnen homologe Ebenen der Bündel 
von ‚8, und somit der Räume von |3, sich schneiden. Jede Ordnungs- 
fläche F’ von |3, hat mit ec’ eine Gruppe 10 K, ausserdem aber (91. 
zwanzig auf ihrer Kerneurve ec’ liegende Punkte gemein. Es 


gi 
Kernpunktgruppen 10 K; in jeder von ihnen wird die Haupteurve ec von 
einer der &° Ordnungsflächen F” geschnitten, welche durch eine beliebige 
Kerneurve gehen. Jede Gruppe 10 K kann mit jeder Kerneurve ec’ durch 
eine kubische Ordnungsfläche verbunden werden. Drei beliebige Punkte 


von ec” sind allemal in einer und i. A. nur in einer Gruppe 10 K ent- 


ebt x’ 


halten; die zugehörige |&,, verbindet die drei singulären |&, von |&,,, welche 
(89.) aus den Ebenen der drei Punkte bestehen. 

Durch die &' singulären Räume von &,, welche einen Punkt P 
der Haupteurve ec" zum Doppelpunkte haben, gehen ©’ Raumbündel und 
00° (gebüsche von |&,. Die ©’ Kerneurven dieser Bündel haben P zum 
dreifachen Punkte und werden aus ? durch kubische Ordnungskegel projieirt 
(28a.); die ©’ Kernflächen der Gebüsche haben ?P zum Doppelpunkte (34a.), 
gehen durch ec" und schneiden sich büschelweise in je einer der ©’ Kerneurven. 

95. In der Mannigfaltigkeit |3,| giebt es i. A. 20 zweifach singu- 
läre Räume, deren Ebenen nämlich durch je eine Axe gehen *. Die 20 


*) Den Beweis kann ich nur analytisch führen. Seien «,;, ß,, 7, Ö; lineare Func- 
tionen der Punktcoordinaten x, y, z, etwa (vgl. 80.): 
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Axen a dieser Räume mögen „Axen von 3,“ heissen; sie haben mit der 
Haupteurve ec" je vier Punkte gemein. Denn |3,| ist durch fünf collineare 
Räume bestimmt, und wenn einer von diesen zweifach singulär ist, so schnei- 
det seine Axe die Kernfläche der übrigen in vier Punkten, durch welche 
homologe Ebenen jener fünf und folglich aller Räume von |3,| gehen; die 
vier Punkte aber liegen (89.) auf ec". Die 20 Axen a sind i. A. windschief; 
wenn zwei von ihnen sich schneiden, so liegt der Schnittpunkt auf der 
Haupteurve ec”, weil er von mehr als einem singulären Raume von 3, 
ein Doppelpunkt ist. 

Jeder der 20 zweifach singulären Räume ist in oo’ Gebüschen und 
in »o* Raumbündeln von |&, enthalten; seine Axe a liegt deshalb mit ce" 
auf »® Kernflächen X* und ist von 0° Kerneurven ec” ein Bestandtheil (34.., 
28d.). Letztere zerfallen in a und je eine Raumecurve ce’ fünfter Ordnung, 
welche zwei Punkte mit a und 16 Punkte mit c'' gemein hat (91.). Jede 
durch # gehende Kernfläche K* enthält ©’ von den Raumeurven ce’ und 
eine kubische Raumeurve e;, mit welcher die € auf &°” Flächen zweiter 
Ordnung liegen (34). Diese Flächen bilden (34.) mit jeder Ebene von a 


a, = Ay; + AaucC+Aa,Y+ Q3;3} ß; — bu tb, +b,;y-+ b;;2: u. 8. W. 
+ 
Dann ist Ix,(@; +4; +uyi+vd,) = 0 die Gleichung einer linearen Mannigfaltigkeit |&, |: 
() 


dieselbe repräsentirt einen der oo* Räume von |& |. wenn den fünf Parametern <«.. 
41° ( 


) 


#2. ...%, oder vielmehr ihren vier Verhältnissen bestimmte Werthe gegeben werden. 
Ist eine oder sind zwei oder drei der vier Gleichungen: 
4 


Sa; =0, 23; =0, Zuyy =0, 239: =0 


0 
für irgend welche Werthe der #; eine Folge der übrigen, so ist der entsprechende Raum 
von |&,| ein einfach bezw. zweifach oder dreifach singulärer, d.h. alle seine Ebenen 
oehen durch einen Punkt bezw. eine Gerade oder fallen zusammen. Die Determinante: 
Sı.d. >’,.1:: N .,.4>: N, 

A;lı = %,dı; = %,d; = 4,03; 

Ib; Zub 

Ix;cu; 

Sad Sud; | 
verschwindet deshalb für die Parameter «, jedes singulären Raumes, alle ihre ersten bezw. 
zweiten Minoren aber verschwinden für die Parameter der zweifach resp. dreifach singu- 
lären Räume von |, |. 

Die ersten Minoren von 4 verschwinden i. A. für 20 Werthensysteme von 


| 


4 x, %. A = j x = s . 
2, —&, —t, sodass i. A. 20 zweifach singuläre Räume in |2&,| vorkommen. 
4 x MER "A 


Die Rechnungen, aus welchen dieses folgt, werde ich später (114.) im Zusammenhange 
mit anderen geben; sie sind den von mir in diesem Journal Bd. 82 S. 56—62 ausge- 
führten analog. 
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kubische Ordnungsflächen des zu K* gehörigen Gebüsches von 2&,. Sie 
schneiden ec in je 20 Punkten, von denen 16 auf einer ce’, die übrigen vier 
aber auf c; liegen; und diese vier Punkte A bilden (94.) mit je sechs 
Punkten von ec", die mit «a in einer Ebene liegen, eine Kernpunktgruppe 
10 K. Die vier A ändern sich nicht, wenn K* mit einer anderen durch a 
gehenden Kernfläche K} vertauscht wird; denn K* und K} haben eine « 
emein, welche mit ihren Doppelsehnen auf einer die vier Punkte A von 
'' enthaltenden Fläche zweiter Ordnung liegt. 

96. Jeder Axe a von 2, entsprechen (95.) vier Punkte A der Haupt- 
eurve ec". Die ©* Raumeurven e’, welche mit a Kerneurven von 8, bil- 
den, senden je vier Doppelsehnen durch die vier Punkte A und liegen mit 
ihnen auf je einer Fläche zweiter Ordnung (95.); durch zwei beliebige 
Punkte geht (90.) allemal eine dieser €. Je sechs mit a in einer Ebene 
g liegende Punkte von ce" bilden (95.) mit den vier A eine Gruppe 10 K. 

Die &* Manmnigfaltigkeiten von '&,,; , welche in den zweifach singu- 


( 


- 


on, 0 


lären Raum a von >, die Ebene e entsenden, bilden einen speciellen Bün- 
del &,,'; die auf |&,, ruhende |S,' aber enthält einen auf e redueirten Ebenen- 
bündel. Die zehn Kernpunkte K von 8, und 2, bestehen (64e., 94. 
aus sechs Schnittpunkten von e mit ec" und den vier Punkten A. Von 8 
zerfallen >’ Kerneurven in je zwei kubische Curven e; und e;, von denen 
die e} in & liegen; * Ordnungsflächen von "S,| bestehen aus & und je einer 
Fläche F’ zweiter Ordnung. Die & und F’ sind die Ordnungscurven und 
Ordnungsflächen eines tetraedralen Strahleneomplexes, welcher die vier A 
zu Hauptpunkten hat (64c.). Jede der &* in e und eine F’ zerfallenden 
Ordnungsflächen enthält (94.) eine Kerneurve ce’ von |2,, welche aus a 
und einer ce’ auf F’ besteht. Die vier Punkte A und der tetraedrale Com- 
plex ändern sich nicht, wenn die Ebene = um a sich dreht (vgl. 95.). 


4 


Die 20 Axen a von '2,| können zu vieren mit ce’ dureh Kernflächen 


verbunden werden. Zu dreien bilden sie Kerneurven mit je einer kubischen 
Raumeurve, welche die drei « zu Sehnen und acht Punkte mit ec" ge- 
mein hat. 

97. Eine beliebige |&, von |&;| enthält die Ebenen des Raumes je 
x' mal. Die oo! Räume von >,, welchen in |&, irgend eine Ebene 
entspricht, bilden einen Raumbüschel ‚8, , von dessen Haupttetraeder die 
Ebene p eine Fläche ist. Sie senden in jede andere Mannigfaltigkeit & , 
von |&, einen Büschel f, von Ebenen, die in |&, der Ebene p von |e, 
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entsprechen; der Complex dieser Büschel f, ruht auf |&,|. Dreht sich 
um eine ihrer Geraden d, so beschreibt &,| den Bündel |8,| der Räume, 
welchen in '&,| je eine durch d gehende Ebene entspricht; die Hauptpunkte 
von 3, aber beschreiben die Kerneurve ec’ von |3,|, und diese hat d zur 
Doppelsehne (25.). Zu d nun gehört (27.) ein Punkt D von c® in der Weise, 
dass je drei Punkte von ec‘, die mit D zusammen die Hauptpunkte eines 
Raumbüschels 8, von 8, bilden, mit d in einer Ebene p liegen. Bei 
der Drehung von g ändert deshalb der vierte, g gegenüber liegende Haupt- 
punkt D von &,| seine Lage nicht. 

Jeder nicht singulären |&, von &,,| entspricht auf diese Art ein 
Punkt D; und zwar haben je zwei Räume von 3,|, welche nach '&,| eine 
und dieselbe Ebene y, gleichgültig welche, entsenden, den Punkt D ent- 
sprechend gemein, und drei beliebige Räume von |&,|, denen in '&,| drei 
Ebenen einer Geraden d entsprechen, erzeugen eine Kerncurve c’, von wel- 
cher d eine Doppelsehne und D der entsprechende Punkt ist. Der singu- 
läre Raum von 8, , welcher D zum Doppelpunkte hat, schickt nach '& 
alle Ebenen von D. 

In den kubischen Hauptbüscheln der ©° durch j&| gehenden &,, 
von '&,, entsprieht der 'z,| je eine Ebene des Punktes D (vgl. 42.). 

98. Ist |&, eine der x' ausgearteten Mannigfaltigkeiten von 8; 
so besteht sie aus den Ebenen eines Punktes ?P der Haupteurve ce" und 
enthält dieselben-je oo’ mal (89.). Die ©’ Räume von ‚$,, denen in '&, 
oder P eine Ebene g entspricht, bilden einen Bündel 3, , dessen Kern- 
eurve in zwei kubische Uurven ec, und e zerfällt (28e.); und zwar liegt 
ec) ing, wogegen e, eine Raumeurve ist. Von den Hauptpunkten der Raum- 
büschel von 3, liegen je drei auf e,, und die vierten auf ec; (28e.). Dreht 
sich um eine Gerade s von P, so beschreibt |8,| ein Raumgebüsch von 
>,, und e; dessen durch s, e& und ec" gehende Kernfläche A*; die kubische 
kaumeurve e; aber ändert sich nieht (vgl. 34). Auf ce; liegen hiernach 
die neun von P verschiedenen Schnittpunkte der Haupteurve ec” mit 9, 
ausserdem drei Punkte von ec. Weil die in € und & zerfallende Kern- 


eurve 20 Punkte mit ec” 


gemein hat (91.), so enthält e& eilf Punkte von ce". 

99. Jeder ausgearteten Mannigfaltigkeit ? von &,, entspricht also 
98.) eine kubische Raumeurve ec), die mit der Haupteurve ec" eilf Punkte 
semein hat. Diese ec; bildet mit 0’ kubischen Curven ce}, die in den 


Ebenen von P liegen, je eine Kerneurve von 3,. Jede Ebene g des 
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Punktes P schneidet e; in drei und ec" in neun von P verschiedenen Punkten, 
durch welche eine dieser ©’ Gurven ec; geht. Mit jeder Geraden s von P 
können e} und ce" durch eine Kernfläche K' verbunden werden (98.), sodass 
0° Kernflächen durch e; gehen. Dieselben schneiden sich büschelweise in 
den ebenen kubischen Curven ce). 

Jede Kernfläche, welche zwei beliebige Punkte von e; mit ec" ver- 
bindet, geht durch e.. Die &' singulären Räume von 3,, deren Doppel- 
punkte auf c; und nicht zugleich auf ec" liegen, sind demnach in jedem 
durch zwei von ihnen gehenden Gebüsche von >, enthalten und bilden 
folglich einen Kaumbüschel &,. Der auf 3, ruhende Complex x, be- 


u 


steht aus homologen Ebenenbüscheln der &° Mannigfaltigkeiten von : 
seine oo’ Büschel erzeugen zu dreien die Raumeurve e), haben die &’ Seh- 


4.23 9 


nen von © zu Axen und sind schaarenweise eoaxial und identisch (vel. 28e.). 

Durch: die 13 Punkte, welche e; und ce" mit einer beliebigen Ebene 
semein haben, gehen »’ ebene Curven vierter Ordnung. Diese Uurven 
schneiden sich büschelweise in ©’ Punktetripeln, von denen auf jeder 
(Geraden der Ebene eines liegt. Durch 12 der 13 Punkte ist der letzte 
eindeutig bestimmt *). 

100. Durch die kubische Raumeurve e; gehen &’ Flächen zweiter 
Ordnung; jede derselben bildet (99., 94.) mit jeder Ebene des Punktes P 
eine Ordnungsfläche von 3, und schneidet ec" in neun Punkten, welche 
mit P zusammen eine Kernpunktgruppe 10 K bilden. Umgekehrt liegen 


je neun Punkte von ce", die mit P eine Gruppe 10 K bilden, mit e auf 


einer Fläche zweiter Ordnung (94.). 

Verbindet eine Sehne von e; zwei Punkte P,. P, von e”, die nicht 
auf ec, liegen, so gehören P, P, und P, zu oo! Kernpunktgruppen 10 K:; 
die oo' Flächen zweiter Ordnung, welche e mit der Sehne verbinden, 
schneiden ec" in den von P verschiedenen Punkten dieser Gruppen. Die 
x' durch P, P, und eine Kerneurve ce” gehenden kubischen Ordnungstlächen 
enthalten auch den Punkt P,: sie schneiden sieh (23.) in e’ und einer durch 
P, P, und P, gehenden kubischen Raumeurve. — Wenn P mit drei in einer 
(reraden liegenden Punkten von e' zu einer Gruppe 10 K gehört, so liegt 
die Gerade mit ec} auf einer Fläche zweiter Ordnung und hat folglich mit 
c, einen Punkt gemein. Die Verbindungsebene von P und der Geraden 


*) Reye, die algebraischen Flächen ... (Math. Annalen II, 501). 
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) 


hat mit & noch zwei und mit ce" noch sechs Punkte gemein, die (99.) auf 
einem Kegelschnitte liegen. 

Zwei kubische Raumeurven &, die verschiedenen Punkten P von e'" 
entsprechen, liegen mit c' auf einer Kernfläche K*. Dieselbe verbindet c' 
mit zwei Punktepaaren der beiden & (vgl. 99., 90.) und jede dieser Curven 
mit der Sehne s, welehe durch den ihr entsprechenden Punkt P an die 
andere Raumeurve geht (99.). 

101. Die sich stützenden Mamnigfaltigkeiten 8, und '&,, sind durch 


) 


ihre Haupteurve e'’ i. A. völlig bestimmt. Denn zunächst kann e' mit jeder 
(seraden s, die einen Punkt von c' enthält, durch eine Kernfläche K* von 
>, verbunden werden; die übrigen Schnittpunkte von ec" mit den Ebenen 
von s liegen auf je einer kubischen Curve e,, deren Ort K* ist. Die so 
bestimmten Kernflächen schneiden sich paarweise in Kerncurven ec’, welche 
i. A. je einen Raumbündel von 3, bestimmen (26.). Zwei Raumbündel, 
deren Kerneurven auf derselben Kernfläche K* liegen, haben einen Raum- 
bischel gemein und bestimmen das zu K* gehörige Raumgebüsch von 3, : 
dureh zwei ihrer Gebüsche aber ist die Mannigfaltigkeit &, bestimmt. 
Die Mannigfaltigkeit &,, hat >* kubische Hauptbüschel y’; zu jedem 
ihrer Büschel '&,, gehört ein soleher (39.). Ihre oo’ Bündel |e,, bestimmen 


55.) je eine Strahleneongruenz d, dritter Ordnung sechster Klasse. Doch 


3 + 


ist über die gegenseitigen Beziehungen dieser 
Hauptbüschel Näheres nicht bekannt. 
102. Die Mannigfaltigkeiten >, und &,;); sind speciell und von 36 


Congruenzen und & 


Parametern abhängig, wenn eine '&, von &, in einen Ebenenbüschel s 
ausartet, oder mit anderen Worten, wenn die * Räume von 3, durch 
eine Gerade s homologe Ebenen schieken. Die ©" Kerneurven ce” haben 
in diesem Falle s zur gemeinsamen Doppelsehne (24.), die &* Kernflächen 
K* gehen alle durch s (34.), und die Haupteurve ce" zerfällt folglich in s 
und eine haumeurve e' neunter Ordnung. Zwei Kernflächen K* haben 
ausser s und e' eine Kerneurve c’ gemein; sie schneiden eine durch s 
sehende Ebene in s und zwei kubischen Curven e/, von deren neun 
Schnittpunkten drei auf ec’ (vgl. 34.) und nur die übrigen sechs auf ec’ liegen. 
Die drei Punkte, welche e’ ausser diesen sechsen mit 9 gemein hat, müssen 
auf s liegen, und s ist folglich eine Doppelsehne von ec”, 

Die ®’ Räume von |3&,, welche die Ebene y durch s schicken, 


bilden ein Gebüsch, dessen Kernfläche in 9 und eine durch ec’ gehende 
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kubische Fläche AK’ zerfällt (34e.). Die &©* Kerneurven dieses Gebüsches 
zerfallen in je zwei kubische Curven e; und e;, von denen e, ing liegt und 
ec, gewunden ist; die kubischen Raumeurven e; bilden auf K’ ein Netz (ö+e.). 
Mit einer beliebigen Kernfläche X* hat diese zerfallende ausser s und e eine 
der x’ zerfallenden Kerneurven gemein. Dreht sich die Ebene y um s, so 
ändert auf K* der ebene Theil e;) der Kerneurve seine Lage, nicht aber 
der gewundene Theil ec; denn die kubische Raumcurve & bildet (34.) mit 
jeder kubischen Curve e; von K*, die mit s in einer Ebene liegt, eine Kern- 
eurve. Auch die kubische Fläche X’, der Ort der Gurven e;, bleibt tolg- 
lich ungeändert. wenn g um s sich dreht: sie bildet mit jeder Ebene von 
s eine Kernfläche und enthält die Doppelpunkte von ©’ singulären käumen, 
die in ©' Gebüschen und folglich in einem Raumbündel von >, liegen. 
Ein beliebiges Gebüsch von 8, geht durch x’! dieser singulären Räume; 
dieselben bilden einen Büschel (88.), und ihre Doppelpunkte liegen auf 
einer der kubischen Raumeurven e:. 

Durch jede der © Raumeurven e& gehen oo’ Kernflächen A’, die 
sich in s, e' und büschelweise in je einer kubischen Curve e, schneiden: 
diese ec; liegt mit s in einer Ebene und bildet mit der e&; eine Kerneurve €. 
Da nun ec’ mit der Haupteurve 20 Punkte gemein hat (91.), e, aber drei 
Punkte von s und sechs von e' enthält, so geht e&; dureh eilf Punkte von 
c' und liegt auf jeder Kernfläche, welche zwei beliebige Punkte von e 
verbindet. Jede durch eine ce, gehende Fläche zweiter Ordnung bildet (34. 
mit jeder Ebene 9 von s eine kubische Ordnungsfläche von >,. Sie 
schneidet die kubische Fläche X? in e& und einer anderen kubischen Raum- 
eurve ce, (3#e.), und die Raumeurve e' in sieben Punkten K von e,. den 
Kernpunkten eines Bündels '&,, von &,,, welcher die auf den Ebenenbiüschel 
s reducirte &, enthält (64.«.). 

102a. Die Manmnigfaltigkeiten >, und &,, sind speciell und von 
39 Parametern abhängig, wenn die Räume von 2, durch einen Punkt D 
homologe Strahlen senden, oder wenn alle &, eines Büschels von &,, in 
eoncentrische Ebenenbündel D ausarten. Alle Kernflächen A* und &° sin- 
guläre Räume von ‚3, haben in diesem Falle D zum Doppelpunkte (3ta.), 
alle Kerneurven ce” gehen durch D, und von der Haupteurve ec" ist D ein 
dreifacher Punkt. Jene ©’ singulären Räume bilden in 8, einen Bündel. 
dessen Kerneurve in sechs durch D gehende Kernstrahlen zerfällt (645.): 
jeder der letzteren ist Axe eines zweifach singulären Raumes von X 


13* 
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Die &' Kernflächen K’, welche diese zerfallende Kerneurve mit ce" ver- 
binden, haben D zum dreifachen Punkte. 

1025. Die Mannigfaltigkeit >, hängt von 35 Parametern ab, wenn 
einer ihrer Räume auf eine Ebene sich redueirt, oder wenn alle '&, von 
&; die Ebene entsprechend gemein haben. Die Kernflächen der x’ 
(rebüsche von S,, in denen jener dreifach singuläre Raum vorkommt, 
zerfallen (3te.) in g und je eine kubische Fläche K’. Die x’ Flächen 
K’ schneiden sich büschelweise in x* kubischen Kerneurven ce; (28e.) und 
gehen alle durch eine Kaumeurve ce, sechster Ordnung. Die Haupteurve 
ec" zerfällt in diese c) und eine in p liegende Ourve c* vierter Ordnung, 
welche die sechs Schnittpunkte von ec, und g enthält. 

In 3, giebt es x” Büschel perspeetiver Räume, von denen y die 
Collineationsebene ist. Dem entsprechend gemeinsamen Ebenenbündel von 
irgend zwei dieser perspeetiven Räume entsprechen in den übrigen Räumen 


von I, die Bündel eines linearen Complexes S,, nicht aber diejenigen 


t 


einer S,, und ec) ist die Kerneurve von S,. Die x” Kerneurven von 2, 


haben je sechs Punkte mit g bezw. c‘ 


und je 14 Punkte mit c, gemein 
(91.); sie können mit ec) durch kubische Flächen A° verbunden werden. 
102e. Die 3, hängt von 31 Parametern ab, wenn ihre Räume eine 
übene & entsprechend gemein haben, oder wenn eine '&, von &,, auf die 
Ebene & sich redueirt. Die »* Kernflächen zerfallen dann (34e.) in e und 
je eine kubische Fläche K°, die &" Kernceurven aber in je zwei kubische 
(urven e} und e&, von denen ce, in & liegt. Die kubischen Flächen K° und 
Raumeurven e, enthalten die Doppelpunkte von je ©" bezw. x' singulären 
häumen, die einen Bündel bezw. Büschel von >, ausmachen (102.). Die 
x’ singulären Räume von >, bilden demzufolge ein Gebüsch >; ; auch 
sjebt es nicht x* sondern nur x” Flächen K°, und nicht x" sondern nur 
x’ Curven @. Die x’ kubischen Flächen Ä° schneiden sich büschelweise 
in den oc* kubischen Raumeurven & und gehen alle durch eine Raumeurve 
ec, sechster Ordnung. Auf & reduecirt sich, abgesehen von &, die Haupteurve 


ce"; die & haben mit & je acht Punkte gemein (23.). 

102d. Von 34 Parametern hängen >, und '&,, ab, wenn die Räume 
eines Büschels von 2, in eoaxiale Ebenenbüschel / ausarten, oder wenn 
alle &, von &, eine Gerade / entsprechend gemein haben. Die »* Kern- 
tlächen K* gehen dann (34.) alle durch /, und »” derselben haben / zur 


Doppelpunktsgeraden (34d.) und mit den Ebenen von / noch je einen 
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Kegelschnitt gemein. Von den x” Kerneurven c' zerfallen 


Jaumeurven fünfter Ordnune 






101 


in Z und 


welche auf je einer Fläche zweiter Ordnung 
liegen (28d.), und &’ von ihnen bestehen aus je einer kubischen Raum- 
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eurve und der dreifachen Geraden / (28f.). 


Die Haupteurve e' zerfällt in 
! und eine Raumeurve neunter Ordnung, welche sechs Punkte mit / gemein hat. 


ist von 31 Parametern abhängig, wenn ihre Räume 


einen Punkt P entsprechend gemein haben, oder mit anderen Worten, wenn 


eines Bindels 


in eoneentrisehe Ebenenbündel P aus- 


den Punkt P 


In diesem Falle haben ©” singuläre Räume von 
zum Doppelpunkt; dieselben bilden ein .„singuläres" Gebüsch > 


jeder Raumbüschel von 


3 '0)* und 


x” Kerneurven 
c' haben P zum dreifachen Punkte (28«a.) und werden aus ihm durch ku- 


enthält einen von Ihnen. 


bische Kegel projieirt; die ©’ Kerneurven des singulären Gebüsches > 


— |) 
’ 


jedoch zerfallen (645.) in je sechs durch P gehende Kernstrahlen k, von 


denen jeder die Axe eines zweifach singulären Raumes von 
Ort dieser Kernstrahlen ist ein Kegel vierter Ordnung, die Kernfläche K 


des singulären Gebüsches ,,. Die übrigen =* Kerntlächen K* von & 


Der 


+ 


Ist, 


4 


schneiden diesen „Kernkegel“ in ce" und je sechs Kernstrahlen % und haben 


dreifachen Punkte. Die Hauptcurve ce" 


sechsfachen 


Punkte und wird aus P durch den Kernkegel K} projieirt. 
Die Mamnigfaltigkeit 


hängt i. A. von 34 Parametern ab, 
wenn ihre x°* häume nach jedem Punkte einer Geraden « homologe Ebenen 


schieken. wenn also die Punktreihe » zu x* homologen kubischen Ebenen- 


büscheln der Räume perspeetive Lage hat. 


Alle Kernflächen K* gehen 
dann durch ®w, und die Haupteurve ec" zerfällt in © und eine Raumeurve 


ce neunter Ordnung. 


Die Punkte von w sind Doppelpunkte von je x' sin- 


»ulären Räumen der Die Kerneurve ce’ eines Raumbündels. 


weleher 


drei dieser singulären Räume verbindet, hat © zur Doppelsehne und wird 


von einer durch ©» gelegten Ebene y in nur drei ausserhalb ww gelegenen 


Punkten geschnitten. Zwei durch ce” gehende Kernflächen von 


>, aber 


haben mit g ausser wo noch zwei kubische Curven gemein, von deren neun 


Schnittpunkten drei auf e’ und nur sechs auf ec’ liegen. 


Die übrigen drei 
Schnittpunkte von ec’ und y müssen auf w liegen; w ist also eine Doppel- 
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sehne der Raumeurve ce. 


102g. Von 28 Parametern hängen S, und &,, ab, wenn die Räume 


eine Gerade / entsprechend gemein haben, oder wenn die Mannig- 
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faltigkeiten eines |&, -Büschels von |&,, auf den Ebenenbüschel / sich redu- 
eiren. Die x" Kerneurven ec” zerfallen dann in die Gerade /! und &" Raum- 
eurven fünfter Ordnung, welche mit / je vier Punkte gemein haben (285b.): 
die »o* Kernflächen haben ! zur Doppelpunktsgeraden (34d.). Die Haupt- 
eurve ec" besteht demnach aus der dreifachen Geraden / und einer Raum- 
curve ec’ siebenter Ordnung, welche mit / vier Punkte gemein hat (vgl. 102.). 
Durch Z/ und e’ gehen »' kubische Flächen K’; jede derselben bildet mit 
jeder Ebene von / eine Kernfläche von ‚&,; und enthält die Doppelpunkte 
von x’ singulären Räumen, die einen Raumbündel von >, ausmachen (102.). 


vl. 

“ast alle bisherigen Ergebnisse unserer Untersuchung verdanken 
wir der synthetischen Methode. Sie wies unserer Forschung überall die 
sangbarsten Wege, lediglich mit ihrer Hülfe haben wir die projeetiven 
(srundgebilde zu unendlichen linearen Mannigfaltigkeiten zusammengefasst 
und letztere stufenweise aufgebaut, sie schuf uns für die Geometrie dieser 
Mannigfaltigkeiten eine sichere Grundlage. Für die räumliche Anschauung 
ist die synthetische Methode unbestritten die beste Stütze; von ihr geleitet 
erkennen wir den inneren Zusammenhang der Raumgebilde und ihrer Er- 
zeugnisse am deutlichsten und klarsten. 

(sanz andere Vorzüge bietet die analytische Methode, indem sie un- 
zählige und sehr verschiedenartige Raumgebilde durch Formeln darstellt 
und der Rechnung unterwirft. Insbesondere giebt sie über gewisse, für 
diese Gebilde wiehtige Zahlen, z. B. über die Anzahl der sie bestimmen- 
den Elemente, über Ordnung und Klasse von Curven, Flächen und anderen 
(rebilden, viel leichter Aufschluss als die synthetische Methode. Man denke 
nur an die Anzahl der Punkte, durch welche eine Fläche »ter Ordnung 
bestimmt ist; wie leicht ergiebt sich diese Zahl analytisch durch Abzählen 
der Coeffiecienten einer Gleichung, während sie rein synthetisch für Flächen 
zweiter Ordnung nicht ohne Schwierigkeit, für kubische und höhere Flächen 
aber bislang überhaupt nicht ermittelt werden konnte. 

Auch bei unseren linearen Mannigfaltigkeiten projeetiver Grundgebilde 
und bei deren Erzeugnissen konnten und können wir die Analysis nicht 
entbehren, wenn es sich um Anzahlen handelt. Wir werden nun in diesem 
letzten "Theile unserer Untersuchungen zunächst noch die Mannigfaltigkeit 
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I&,| synthetisch behandeln, sodann aber die höheren linearen Mannigfaltig- 
keiten |&,| collinearer Räume und die bemerkenswertheren, von ihnen abhän- 
gigen oder sie bestimmenden Gebilde analytisch darstellen und die für sie 
wichtigsten Zahlen berechnen. Die analytische Theorie der |&,| wird uns zu 
merkwürdigen, bisher wenig beachteten Systemen algebraischer Gleichungen 
führen, die auch an sich wohl der Erörterung werth sind, zumal da sie 
auch anderweitig auftreten *). Im Verlaufe der Rechnung wird sich er- 
geben, dass die Mannigfaltigkeiten |>,| und |3&,,_,| in dualem Gegensatze zu 
einander stehen, indem die von ihnen abhängenden bezw. von ihnen er- 
zeugten oder sie bestimmenden Raumeurven und räumlichen Ebenenbüschel. 
Flächen oder Strahlengebilde zu einander reeiprok sind. Uebrigens hängen 


'&,| und |8,,_„! auch von gleichviel Parametern ab. 


Von den höheren Mamnigfaltigkeiten |&,| besprechen wir schliesslich 
nur noch die |3,| ausführlicher; bei den übrigen beschränken wir uns der 
Kürze halber auf eine Uebersicht ihrer wichtigeren, aus dem Vorhergehen- 
den sich ergebenden Eigenschaften. 


s 17. 
Die lineare Manniefaltiekeit |3,;| von 00° collinearen Räumen und das |s, -Gebüsch |s-. 
103. Eine lineare Mannigfaltigkeit |&;| besteht aus x’ collinearen 
Räumen und ist durch beliebige sechs derselben bestimmt; sie enthält (36. 
x" Raumbüschel |, 





‚ x” Bündel |B, 


Mannigfaltigkeiten |&,} nebst deren oo” Haupttetraedern, ©’ Kerneurven 





‚0° Gebüsche |&,| und x” lineare 


J 


c', »* Kernflächen X* und »°” Haupteurven ce". Auf |3,| ruht ein Gebüsch 
'&;| von x” collinearen Mannigfaltigkeiten ||, die aus je =’ homologen 
Ebenen der Räume von |&,| bestehen. Die |&,| von |&,| haben zu zweien. 
dreien, vieren oder fünfen i. A. ein Gebüsch, einen Bündel, einen Büschel 
bezw. einen Raum gemein (39.). 
Die Mannigfaltigkeiten |S,;| und |e,,| hängen i. A. von 45 Para- 
metern ab. 
können durch eine Fläche vierter Ordnung verbunden werden, nämlich 
dureh die Kernfläche A* des haumgebüsches, in welchem die zugehörigen 


104. Je zwei der x” Haupteurven c' zehnter Ordnung von |, 


*) Vgl. die Abhandlung von Herrn W. Stahl über die Fundamental-Involutionen auf 
rationalen Curven in Bd. 104 und meine Arbeit über lineare Systeme und Gewebe von 
Flächen zweiten Grades in Bd. 82 dieses Journals. 
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sich durchdringen. Durch jede Haupteurve ec" gehen 
> Kernflächen A* (89), und auf jeder Kernfläche liegen &' Haupteurven. 
Durch jede Kerneurve ce’ von |2,| gehen &* Kernflächen K*, die sich 


beiden |,| von |, 





‘ 


biisehelweise in oo Haupteurven c'' schneiden (vgl. 90.); denn in |, 
sehen (36.) durch jeden Raumbündel x’ Gebüsche |&,| und Manmnigfaltig- 
keiten |&,|, letztere aber enthalten je o' jener Gebüsche. 

Drei beliebige Haupteurven ec" liegen paarweise auf drei Kerntlächen. 








die eine Raumeurve sechster Ordnung gemein haben, nämlich die Kern- 


eurve c’ des Raumbündels, in welchem die zugehörigen drei |2&,| von |, 


) 


sich durchdringen. Jede der drei ce’ hat zwanzig Punkte mit ec’ gemein 


(91.):; durch ihre übrigen 20 Schnittpunkte 4 mit der Kernfläche K‘, welche 


die anderen beiden ec" verbindet, gehen die drei und überhaupt alle Haupt- 
eurven ec". In jedem dieser 20 Punkte 4 schneiden sich homologe Ebenen 
aller Räume von |S,|. 

In sechs eollinearen Räumen giebt es demnach i. A. 20 Gruppen ho- 
mologer Ebenen, die durch je einen Punkt gehen. 

105. Die sich stützenden Mannigfaltigkeiten |S,| und |&,,| haben 
1. A. zwanzig „Hauptpunkte‘“ H, durch welche alle ihre Haupteurven ec 
und Kernflächen K* gehen (104.). In jedem Hauptpunkte 4 schneiden sich 


auf die 20 Ebenenbündel 4 


x” homologe Ebenen der Räume von |S,|; 

redueiren sich folglieh zwanzig singuläre |e,| von |e,,. Die 20 Punkte H 
können mit jeder Kerneurve e’ von |S&,| durch x” Kernflächen verbunden 
werden (104). Es giebt &* singuläre Räume in |&,|, und zwar ist ein 
beliebiger Punkt von x', jeder Hauptpunkt H aber von x’ dieser Räume 





der Doppelpunkt. Der Bündel singulärer Räume von |$,|, deren Doppel- 





punkt ein Hauptpunkt 4 ist, ruht auf einem Complexe |S,| eoncentrischer 
Bündel, und seine Kerneurve zerfällt (645.) in sechs durch H gehende Kern- 
strahlen 4: sechs seiner Räume sind zweifach singulär und haben die sechs 
Strahlen 4 zu Axen. Die sechs % können mit den übrigen 19 Hauptpunkten 
H durch &° Kernflächen verbunden werden; diese aber und die »’ Haupt- 
eurven ec", in denen sie sich büschelweise schneiden (104.), haben H zum 
dreifachen Punkte. 

Die Verbindungslinie zweier Hauptpunkte H,, H, ist entsprechend 
gemeinsamer Strahl der 0’ Räume eines speciellen Gebüsches |&,| von 
>; und folglich (34d.) Doppelpunktsgerade einer speciellen Kernfläche, K*, 


die auch dureh die 18 übrigen Hauptpunkte geht. Denn der specielle 
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e;)-Büschel von |&,,|, welcher die beiden, auf die Bündel 4, und H, redu- 
enthält, ruht auf einer |«,|, deren »° Ebenenbüschel durch H, 








&- 


eirten |& 
und H, homologe Ebenen schicken, und von welcher &’ Büschel die Ge- 
rade H,H, zur Axe haben (485.); diese eoaxialen Büschel aber entsprechen 
einander in 0° Räumen von |3,|, welche die Gerade H,H, entsprechend 
semein haben und jenes specielle Gebüsch |3,) bilden. — In |3,| sind die 
>” singulären Räume von |$,| enthalten, deren Doppelpunkte mit H, und 
H, in der Geraden liegen. 

106. Fünf Räume von |3,| bestimmen i. A. eine |3,| und deren 
Haupteurve c'; und zwar liegt c' auf den Kernflächen von je vier der 
fünf Räume und geht durch die 20 Hauptpunkte H sowie durch jeden 
Punkt, welcher etwa von zwei der fünf Räume ein Doppelpunkt ist. Zwei 
beliebige Punkte A, B können deshalb mit den 20 H durch &' Haupteurven 
' verbunden werden; letztere liegen auf einer Kernfläche AK’, welche A 
und B zu Doppelpunkten hat (34a.). Jede dieser e'’ kann mit vier belie- 
bigen Punkten durch eine Kernfläche verbunden werden (90.); überhaupt 
aber gehen durch sechs Punkte i. A. oc’ Kernflächen von |&,|. Geht durch 


den Punkt A die Axe eines zweifach singulären Raumes von |,|, so hat 


ec" 


dieselbe mit den »° durch A gehenden Haupteurven je vier Punkte ge- 
mein (99.). 
In |3,| giebt es »' zweifach singuläre Räume, deren Axen wir die 


„Axen von |3,|* nennen; jede |& 


Z,| von |&,| enthält i. A. zwanzig von ihnen 
(95.). Der Ort der Axen a von |S,| ist eine Fläche [zwanzigsten Grades], 
welche (105.) die 20 Hauptpunkte zu sechsfachen Punkten hat: ausser diesen 
20 H hat sie mit den Haupteurven ce" noch je 80 Punkte gemein, die zu 





vieren auf 20 Axen a liegen (95.). Die o' Axen a können zu vieren mit 
den 20 Hauptpunkten durch Kernflächen K* verbunden werden; zu fünfen 
bestimmen sie je eine Haupteurve c' als deren Quadrisecanten. 

107. Eine beliebige |&| von |e,,| enthält die Ebenen des Raumes 


je ©’ mal. Die ©” Räume von |®,|, denen in |&! irgend eine Ebene : 


> 


entspricht, bilden einen Raumbündel, dessen Kerneurve in zwei kubische 

Curven ec; und ce, zerfällt (28e.); und- zwar liegt e} in e, während e} eine 

kaumeurve ist. Dreht sich & um eine ihrer Geraden s, so beschreibt der 

kaumbündel ein specielles Gebiüsch, und e; dessen durch s und e; gehende 

INernfläche A*; die kubische Raumeurve e aber ändert sieh nieht (34.). 

sondern bildet mit den &' kubischen Sehnitteurven von K*, deren Ebenen 
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6 


durch s gehen, je eine Kerncurve ec”. WUeberhaupt ist ce} Bestandtheil von 


x° Kerneurven, und mit den 20 Hauptpunkten H auf &* Kernflächen von 
S,| gelegen; mit jeder Geraden s des Raumes kann ec} durch eine dieser 
INernflächen verbunden werden. Die Punkte von e; sind Doppelpunkte von 
x singulären Räumen der |8,|; diese Räume bilden einen Büschel, weil 
x’ kaumbündel von |S;| in ihnen sich durchdringen. 

€; 


und zugleich eine kubische Raumcurve & als 
Ort der Doppelpunkte dieser Räume. Je drei Räume von |3,|, welchen 





Jeder nicht ausgearteten 





&,| entspricht hiernach ein Büschel 





von 





singulärer Räume von |S;| 
in j&,| eine beliebige Ebene & entspricht, bestimmen i. A. einen Raumbündel, 
welcher den Büschel singulärer Räume enthält, und von dessen Kerncurve 
die e, einen Bestandtheil bildet. Weil je zwei Raumbüschel von |$,| in 
einem Gebüsche liegen, so können die 00’ kubischen Raumeurven e; paar- 
weise durch Kernflächen verbunden werden. 

108. Ist eine der 20 ausgearteten oder singulären Mannigfaltig- 
keiten von |&,,|, so enthält sie die Ebenen eines Hauptpunktes H je ©’ mal 








€; 





(105.). Die ©’ Räume von |S;|, denen alsdann eine beliebige Ebene & von |g;! 
oder H entspricht, bilden ein Gebüsch, dessen Kernfläche in & und eine 
kubische Fläche A’ zerfällt (34e.). Ihre x’ Kerneurven zerfallen in je 


zwei kubische Curven e; und e;, und zwar liegen die ec) in e, während die 





c, ein Netz kubischer Raumeurven auf K’ bilden (34e.). Die kubische 
"läche A’ ändert sich nicht, wenn e um H sich dreht (vgl. 102.); sie bil- 
det mit jeder Ebene des Hauptpunktes H eine Kernfläche von |&,;|, geht 
durch die übrigen 19 Hauptpunkte (105.) und enthält die Doppelpunkte 
von ce’ singulären Räumen, die einen Raumbündel von |&;| ausmachen. 
Die Strahlen s von H bilden zerfallende Haupteurven mit je einer auf K 
liegenden Raumeurve ec’ neunter Ordnung (102.); jede dieser ec’ geht durch 
die übrigen 19 Hauptpunkte und (102.) durch die drei Sehnittpunkte von 
K’ mit der zugehörigen Geraden s. Jedem der 20 Hauptpunkte Y entspricht 
hiernach eine, die 19 übrigen verbindende, kubische Fläche K’, sowie ein 
Bündel singulärer Räume von |3,|, von deren Doppelpunkten K° der Ort ist. 

Die »* Büschel |s,,| von |&,| haben (46.) je eine Hauptfläche 2 


von |&,| gehört (67.) je ein 











zweiter Klasse, und zu den &’ Bündeln 
kubischer Strahleneomplex |d;|, welcher, wie leicht einzusehen ist, die 
Axen von |3,| enthält. Doch ist über die gegenseitigen Beziehungen dieser 
»* Hauptflächen ufd x’ Complexe Näheres nicht bekannt. 
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109. Die Mamnigfaltigkeiten |, und |e&;,| sind speeciell und von 
39 Parametern abhängig, wenn eine |& 


vo 


| von |&,;| in einen Ebenenbüschel s 
ausartet, oder die ©° Räume von |$,| durch eine Gerade s homologe Ebenen 
schieken. Jede Haupteurve ce’ zerfällt alsdann (102.) in s und eine Raum- 
eurve ec’ neunter Ordnung; die ©’ Curven ce’ aber haben mit s je drei 
Punkte gemein und liegen auf je einer kubischen Fläche AK’, die mit jeder 
Ebene von s eine Kernfläche von |; 





bildet. Uebrigens giebt es nicht 


x’, sondern nur x’ 


solche kubische Flächen K’, indem dieselben je & 
Haupteurven ce’ enthalten. Denn jede K° ist (102.) der Ort der Doppel- 
punkte von &° singulären Räumen, die einen Raumbündel von |, aus- 


machen: durch diesen Bündel aber gehen »° Mannigfaltigkeiten &,| von 








'3,|, deren Haupteurven ec’ alle auf K’ liegen. 
Die »* Räume von |3,|, welche eine beliebige Ebene « von s ent- 





sprechend gemein haben, bilden (102e.) eine specielle |3,|, deren Kern- 
flächen in & und je eine kubische Fläche K’ zerfallen, und deren Haupt- 
eurve sich, abgesehen von &, auf eine Raumeurve & sechster Ordnung 
redueirt. Die kubischen Flächen K’ „gehen alle durch e& und schneiden 
sich biüschelweise in oo* kubischen Raumeurven e;: sie sind mit den vorhin 
sefundenen identisch, bleiben also nebst ec; ungeändert, wenn die Ebene & 
um s sich dreht. Die &* singulären Räume der speciellen |, bilden ein 
Gebüsch (102e.). Letzteres hat mit jeder anderen |®&,| von |, einen 
Bündel singulärer Räume gemein, und ec; liegt folglich mit jeder Haupt- 
eurve ec’ auf einer der kubischen Flächen X’. 

Diese K’ wird von einer beliebigen Kernfläche der zu ce’ gehörigen 


Pe) 


&,| in e’ und einer kubischen Raumeurve ce; geschnitten; ec; aber hat mit 


derselben Kernfläche i. A. 24 Punkte gemein. Acht dieser Punkte liegen 
(102e.) auf e;; die übrigen sechzehn aber sind Schnittpunkte von ce und e', und 
Hauptpunkte von |S,.. Ausser den Punkten der Geraden s hat also diese spe- 
cielle |S,| i. A. sechzehn Hauptpunkte A, durch welche homologe Ebenen ihrer 
x’ Räume, die Curve ec und alle Haupteurven e’ und Kernflächen K* xehen. 
109a. Andere Speecialfälle von |S&,|, auf die wir nicht näher ein- 
gehen, treten ein, wenn von den 20 Hauptpunkten vier in einer Ebene oder 
drei in einer Geraden liegen, wenn die Räume von |$,| einen Punkt, eine 
Gerade oder eine Ebene entsprechend gemein haben, wenn sie nach einem 
Punkte oder in eine Ebene homologe Strahlen senden, wenn einer von 
ihnen sich auf eine Ebene redueirt, u. s. w. 
14* 
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$ 18. 
Analytisches über die linearen Mannigfaltigkeiten 3„| collinearer Räume. 

110. Wir bezeichnen mit z, 4, u, v, o, tr willkürliche Parameter 
und mit @, Pd, @, Pi, Zi, 0; lineare Functionen der Punkteoordinaten x, y, 
z, setzen also: 
= 4Ay,+ d,;C+4,Yy+4,2, 0= Ad, rd, T+Y-+a; 3, 
P; = bu+b,e+b,y+ b;,2, P = b,+b,cH+ b,y+b;z2, 
Yı > Cu Ten C+lc,3Y + C32, 


Ö — d,+d,c+ d,,y + d,;2. 


Dann repräsentiren die Gleichungen: 


(1.) 





a +4ß,+uy+vd,=0, worin i=0,1,2,...n, 


»+-1 collineare häume, zugleich aber, wenn den Parametern A, u, v be- 
stimmte Werthe beigelegt werden, +1 homologe Ebenen dieser Räume. 
Durch die »-+1 collinearen Räume ist eine lineare Mannigfaltigkeit |, | 
von x” collinearen Räumen bestimmt, welche durch die Gleichung: 


. \ a 2/9 I Ar | N) ’ PR 
(2. >2(@,+4P,+uy+rvld,) = 0 


\ 
\ 
0) 


P4 


dargestellt wird; und zwar repräsentirt diese Gleichung einen beliebigen 


„> 


Raum von |S&,|, wenn den »a+1 Parametern %, %, ... %, oder vielmehr 





deren » Verhältnissen bestimmte Werthe beigelegt werden. 
Kine Mannigfaltigkeit |e,| von x” homologen Ebenen der Räume 
‚| wird durch (2.) dargestellt, wenn man den Parametern A, u, v 
bestimmte Werthe ertheilt. Die trilineare Gleichung (2.) repräsentirt also 
auch das auf |S,| ruhende |e,|-Gebüsch |e,;,|, und insbesondere 


von |S,| 


> 
— , 








AuUSSEer 
für »=1, 2 oder 3 einen linearen Büscheleomplex |=,|, einen Bündeleom- 


ı 


plex |S,| bezw. ein Raumgebüsch |T,|. 

111. Die Ebenen Fa, +18, +u8F2y,+v2zd;= (0 eines Raumes 
(Zu, Z13...,%,) von |S,| gehen alle durch einen Punkt, und dieser Raum artet 
aus in einen Bündel, wenn die vier Ebenen: 


Zuu,=-0,  Zuß=0, Zu =  Zuded 


PER 
.r 
ei 

nn 


in einem Punkte, dem Doppelpunkte des singulären Raumes, sich schneiden, 
wenn also die Determinante: 
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Zu; Zu; 200, 2%;G;, 


Ex, b.; ” . Z=xb,, 
(4.) 4d=|_ e 

—L, Cu " £ — 7,0; 

2%, d,,; w x 2%, d;, 


Null ist. Da 4 für die Parameter z, vom vierten Grade ist, so bilden die 
einfach singulären Räume von |S3,| eine biquadratische Mannigfaltigkeit 
(a—1)ter Stufe. 

Ein Raumbüschel |$&,) insbesondere enthält i. A. vier ausgeartete 
käume. Die Doppelpunkte derselben sind die vier Hauptpunkte von |, |, 
ihre Coordinaten genügen den vier Gleichungen (3.) sowie der dreifachen 
Gleichung: 


, J » 

- & Ö ÖL, Um Yı Ö,, 
(9.) .— Ps — Yo = 5 oder d = 0), 

a, ß, 7 a, P, Yı Ö, 


welche für »=1 durch Eliminirung von %, und z, aus (3.) sich ergiebt. 
Alle zweireihigen Determinanten der Matrix (5.) verschwinden für die Coordi- 
naten der vier Hauptpunkte. 

112. Ein Kaumbündel |8,| enthält ©' singuläre Räume, deren Doppel- 
punkte der aus (3.) folgenden Doppelgleichung: 


&, Pi Yo di, 
(6.) 7 ‚ up ee A ei 


0, PP» Y> Ö, 


dureh ihre Coordinaten genügen, d. h. alle in dieser Matrix enthaltenen drei- 
veihigen Determinanten zu Null machen. Nun folgt aber (6.) aus: 


ur Pu Yo Ar Bu di, 
| 
| 0, P, Yı — () und C, ß, Ö, () 
5 PR Yı u. u 
: a, a u. ; “ 
wenn nicht gr "Tee 3 ist. Der Ort der Doppelpunkte jener singulären 
) ” 4 





häume, die sogenannte Kerneurve ec’ von |$&,|, ist demnach partieller Schnitt 
von zwei kubischen Flächen, die ausserdem eine kubische Raumeurve: 
dd 0, 
) > ra N 
Pr Pı P: 
gemein haben; sie ist von der sechsten Ordnung und wird durch die Doppel- 
sleichung (6.) dargestellt. 
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Ein Raumgebüsch |3;| enthält ©’ singuläre Räume, deren Parameter 


der Gleichung #=0 genügen. 


Die Kernfläche K* von |&;|, der Ort der 


Doppelpunkte dieser häume, hat die biquadratische Gleichung: 


& 

2 

a ‚Po 
(7, | 
\ J | 

| Yo 

di, 


A ae 
> Ä 2 
1 P; [?3 | 


= 0, 
Yı Ya 73 


welche für »=3 durch Eliminirung von %,, %, %, % aus (3.) sich ergiebt. 


113. Eine |8,| enthält 


3 


* singuläre Räume. Ihre oo* biquadrati- 


schen Kernflächen K* durchdringen sich in der Haupteurve ce", deren Doppel- 


gleichung die Form hat: 
7 
Rh | Po 
(8.) 


Yo 


| Ö 


0 


denn die fünf Determinanten 
dächen von |&,| und somit für 


oe er 
‚ 
/ /d ‚| 
P, . . 174 || 
} 
® 
7ı ng Y4| 
! 


ee 
dieser Matrix verschwinden für fünf Kern- 
alle gemeinsamen Punkte derselben. 


= 0: 


Da (8.) sich ergiebt aus: 


CL, ur 104 > O3 Ol, 0, 160 Ol; Ol, 0, 22 } 
q h > ) Ä 2 u 2.5 Far 
Po Pi Pa Ps Po a 0 DE : i Po Pi 5 

= —0, falls nicht =V% 
Ko | Fate. Zu: Du 0 es re ; 
ER u ea 7 A ur 


ist, so ist die Haupteurve von 


zweier Kernflächen vierter Ordnung, die noch eine Raumeurve e 


der zehnten Ordnung als partieller Schnitt 


6 


sechster 


Ordnung gemein haben (vgl. 112.). 


Eine |S,| enthält x* singuläre Räume; ihre ©’ Haupteurven ec" 


) 


und 


©” Kernflächen K° schneiden sich in den Hauptpunkten H, deren Coordinaten 


der dreifachen Gleichung: 


| 0 0, 
A "Pu Pi 
(9.) Ar Ars 
7 /ı 
Id, 6, 


genügen, nämlich alle vierreihigen Determinanten dieser Matrix zu Null 
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machen. Nun folgt aber (9.) aus der Doppelgleichung (8.) und der Gleichung: 
Gr 06 0% ds 


f > ) > 
% Pı Pr Ps 


= U), 
y Yı Ga # 
a. a u 
falls nicht: 
a, u u a 
& Pı P: BR &%» Pı PB P; N 
ir Sud cs erh ara MA 
N a u 0 
a FR pe 2 ' u? 
wird, ohne dass die Determinanten der Matrix an: verschwinden. 
AN 9 


Die dreifache Gleichung (9.) hat deshalb im Allgemeinen 10.4—(6.4— 4) 
- 40-20 = 20 Lösungen, und |&,| hat i. A. zwanzig Hauptpunkte MH. 

114. Von der Manmnigfaltigkeit 8, ist ein Raum zweifach singulär, 
d.h. seine Ebenen (4, u,v) gehen alle dureh eine Gerade und bilden einen 
Büschel, wenn die vier Ebenen (3.): 


ER nn > M] PER “ “ 
S20,=V), 2x,=04, 2x, 
0 


u v), x, — (U 


U 


in einer Geraden sich schneiden und demgemäss alle ersten Minoren der 

Determinante 4 verschwinden; er redueirt sich auf eine Ebene und ist drei- 

fach singulär, wenn alle zweiten Minoren von 4 Null sind. Hieraus können 

wir folgern, dass eine |, i. A. zwanzig zweifach, eine >, aber i. A. 
zwanzig dreifach singuläre Räume enthält. 
Setzen wir nämlich zur Abkürzung: 

4 


Bi: LE a, Ir 


il, = Dr. 


4 
=A, 20, = A, 
v) 


und somit: 
E a A Ai 
IB, B B B, 
u 2 8 


Ds DB D 2, 


J 


41= 


Dass alle ersten Minoren von ./ verschwinden, folgt dann aus den vier 
kubischen Gleichungen: 





112 Reye, lineare Mannigfaltigkeiten projectiver Grundgebilde. 


A rl ht et A 


(@) |B, B B=B B B=|B B B=|C 6 G=0, 
ce |o ce ID DD»| Dn, DD 
falls nieht entweder: 
Ah 
(8) en cl=0 
| u ee en 
D, D. D, 
ist, oder: 
IA A 4 
AR 1 0 eg 
ge. ee waere een 
D, D, D;| 
oder: 
A, 4 .\ 


(0.) =!G, G C;| =(, 


D, D, D, 
oder: 
IA Aı A| 
u Ta iz 
(€) 63 I=/3, B B|=0, 
| u Be‘ 





oder endlich: 


| Av A, A» | ‚A, 4; A; 


(.) | B\ B; B; | RR C C, C, = v. 
Ic, ©, ı !D, D D, 


Denn unter diesen Voraussetzungen folgt aus den ersten drei Gleichungen («.): 


4, A, A; A; | A, Bı Ö, D, 
B, B B B|=0 wd !A B c D|=0: 
BEE er > BRR: ; ° I» B G D| 


aus diesen Gleichungen und der vierten Gleichung («.) aber ergiebt sich, 
dass auch alle übrigen ersten Minoren von 4, in denen D, vorkommt, ver- 
schwinden. 


Nun haben aber die vier kubischen Gleichungen («.) zusammen 81 
Lösungen (Zu, Z. -». %). Die Gleichungen (?.) haben 4.3 = 12 Lösungen, 
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und ebenso die Gleichungen (y.), (d.) und (e.); doch ist die Gesammtzahl 

der Lösungen von (P.), (y.), (d.) und (e.) nicht 48, sondern nur 46, weil 

(3.) und (y.) die Lösung der vier linearen Gleichungen: 
A=-A=-A=A=0 

mit einander gemein haben, (d.) und (e.) aber diejenige der Gleichungen: 
= BR=-G=-D=0. 


Die Gleichungen (y.) haben 15 Lösungen; denn die dreifache Gleichung: 


u u 
B BB Bi =0d, 
Ü 


welche bedeutet, dass alle fünf zweireihigen Determinanten dieser Matrix 
verschwinden, folgt aus den Gleichungen: 


u A. A re ° 


| = — 0 
B, BB, B: u: 
falls nicht A, = A, = 4, =0 ist, und ist deshalb vom fünften Grade. 
Die ersten Minoren der Determinante 4 verschwinden demnach i. A. 
für 81—46—15 = 20 Werthensysteme der Parameter 4, %, ... %,; jedem 
dieser Werthensysteme aber entspricht ein zweifach singulärer Raum von |, , 
115. Den Nachweis, dass eine 3, i. A. zwanzig dreifach singuläre 
Räume enthält, wollen wir auf andere Art führen. Wenn von einer 


n 


ein Raum auf die Ebene «= 0 oder ,+a,0-+4,y+a,3 = (0 sieh redueirt, 


so fallen seine vier Ebenen (3.) mit dieser Ebene zusammen, und die Glei- 
chungen: 
n 
0 :x0, = 0,2%P, = 92274, =9220; = 0 
0 


werden in Bezug auf x, y, z identisch. Daraus folgt: 


<”, a aa A, Be 
07,4, = 09,225, = 1 =2,0, = 9,22,d, = db, 


7 — —’, — — 
027,0, = 0,25, = — 6, 
021,0; =— u ° . nn ds, 
027,4; _ . . ze O3 2x.d, = d;. 


Eliminiren wir, wenn a<-12 ist, aus diesen 16 Gleichungen die »-+1 Para- 


| l 1 l A . 
meter %,, %. ... %, nebst re und Sn so ergeben sich für die 
Sl 2 3 
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Coordinaten @,, a, @,, a, der Ebene «= 0 die Gleichungen: 





'dy Au Aa Az, bi = N bzu Co R . Cu dw s r dv | 
IA A Ar Gr Du bi 

| | a, m da In dl; n d;,, bo, a . b;,, C In N i Cz, don f A d,,, 

(10.) | = 
% 4  % 0 00 0 00999 P9IIO9IO ’ 
‚0202999 a 0000909 VDOO 

8 EEE. DD EEE EB RES 
0 0, RIL RL I DT Ss a a, | 





d.h. alle (a-+5)-reihigen Determinanten in dieser Matrix sind Null. 

Die Formel (10.) hat auch, wenn »—12 ist, für |&, Bedeutung; 
sie drückt in diesen Fällen aus, dass alle 16-reihigen Determinanten der 
Matrix verschwinden. Sie ändert sich nicht wesentlich, wenn die Spalten 
der Matrix mit beliebigen Factoren multiplieirt und sodann zu den Elementen 
einer Spalte die entsprechenden Elemente anderer Spalten addirt werden, 
Bei geeigneter Wahl der Factoren können auf diese Weise mit Hülfe von 
»-+1 Spalten in jeder der 15—» übrigen die »+1 ersten Elemente zu Null 
gemacht werden. Die Formel (10.) geht dadurch über in: 
| Au Ve Au-n| 
u 

a Aue I ee 


| 
N D, D, ..0. .* Du. E 


worin A,, B;, C,;, D, Linearformen der Ebenencoordinaten a,, a,, a,, a, be- 


(11.) 


zeichnen. 

116. Für »= 11 enthält die Matrix (11.) nur eine vierreihige Deter- 
minante von derselben Form wie (7.). Eine |3,,, enthält demnach & drei- 
fach singuläre Räume; dieselben redueiren sich auf die Berührungsebenen 
einer Fläche vierter Klasse, welche der Kernfläche vierter Ordnung eines 
haumgebüsches $, reciprok ist. 

Ist = 10, so enthält die Matrix (11.) fünf Spalten und fünf vier- 
zeilige Determinanten, und hat dieselbe Form wie (8.).. Wie die Doppel- 
sleichung (8.) eine Raumeurve zehnter Ordnung darstellt, so repräsentirt 
(11.) und ebenso (10.) einen Ebenenbüschel zehnter Ordnung für » = 10. 
Die dreifach singulären Räume einer |Z,, redueiren sich demnach i. A. auf 
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die Ebenen eines Büschels zehnter Ordnung, welcher der Haupteurve zehnter 
Ordnung einer 3, reeiprok: ist. 

Für »=9 wird (11.) eine dreifache Gleichung von der Form (9. 
und hat wie (9.) zwanzig Lösungen, denen 20 Ebenen (a,, a,, @, a,) ent- 
sprechen. Eine 3, enthält demnach, wie vorhin (115.) behauptet wurde, 
i. A. zwanzig dreifach singuläre Räume; die 20 Ebenen, auf welche diese 
Räume sich redueiren, sind den 20 Hauptpunkten einer 8, reciprok. 

117. Eine |3,,| enthält x° dreifach singuläre Räume; jede 8 


u! 
von 2, enthält deren »°, und zwar ist der Ort der Ebenen, auf welche 


je einer dieser Räume sich redueirt, eine Fläche 2* vierter Klasse (116.). 


Für „= 12 repräsentirt die Doppelgleichung (10.) verschiedene solche 
Flächen 2*, wenn in der Matrix je eine der ersten 13 Reihen fortgelassen 
wird: überhaupt aber repräsentirt sie einen diese Flächen umhüllenden 
Ebenenbüschel %° sechster Ordnung, welcher zu der Kerneurve ec’ eines 
Raumbündels |3,| reciprok ist. Sie kann nämlich auf die zu (6.) analoge 
Form (11.): 

iu u. 6 I 

In EEE DT=0 

a: 


gebracht werden. Auf jede Ebene von 7° redueiren sich x' Räume von X... 
Für »=13 werden (10.) und (11.) dreifache Gleichungen, und zwar 

hat (11.) dieselbe Form wie (5.), nämlich: 
IA DB 6 D 


} 


14 B, G D,! 
und repräsentirt i. A. vier Ebenen (a,, @,, @. a,). Auf jede dieser vier 
Ebenen redueiren sich ©’ Räume von |'2,,. 

118. Ein Raum von |, ist zweifach singulär, d. h. seine Ebenen 
gehen alle durch eine Gerade g, wenn seine Gleichung: 


n 


BI (a, + hj 3, 7 u Y r v d,) = 0) 
0 


2 


zweier Punkte von g befriedigt wird. Wir erhalten demnach acht Glei- 
chungen: 


für alle Werthe von 4, u, v durch die Coordinaten z', y', 3 und =", y", 2" 


n 
3x0, = Zx,ß, = Zx,y; = Zx,d; = 0 
0 
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und 


„ 
Eu, u ER 


‚Bl = Zuy! = Exdl =0, 
worin 

= 4A, t+a,X+a,y +4,23, 0 = Ayt+a,2"+ay,y"+a,3", u. 8. W. 
Für »°-7 ergiebt sich hieraus durch Eliminirung von %, 4, --- 

' Z m' a ' 2 ! n 

u, 6 [Pu Po u 7% di, 0 | 

| y 2 ! A I mi) 

a 0 nr A 

(12.) N ı Pı PB; Su ;" N ll Q, 

a ai vr 
&, ER P, Pr Y/n Y Ö), Ö), | 


Für » = 7 repräsentirt diese Gleichung einen Strahlencomplex vierten Grades, 
denn sie ist bezüglich der sechs Liniencoordinaten: 

xe—rı, y-y', 3-2, ys-—-2y, 320-203, zy'—ye' 
vom vierten Grade und homogen, weil ea, —a,o;, AP,—-Pußr, .-. Linear- 
formen derselben sind. Dieselbe Gleichung stellt einen biquadratischen 
Complexkegel mit dem Mittelpunkte (x, y', 3) dar, wenn x”, y", 3" als 
laufende Punkteoordinaten betrachtet werden. Die Axen der &° zweifach 
singulären Räume einer 3; bilden demnach einen biquadratischen Strahlen- 
complex. 

Für z=6 stellt die Formel (12.) die Congruenz dar, welche von 
den Axen der zweifach singulären Räume einer 3, gebildet wird. Für 
rn = 5 repräsentirt sie die Schaar der Axen einer 3, (vgl. 106.). 

119. Werden in (12.) die Elemente der 1., 3., 5., 7. Spalte von 
den entsprechenden Elementen der nächstfolgenden Spalte subtrahirt, so er- 
bält man eine Umformung der Formel (12.), in welcher &’, y", 2’ nur in 
den Verbindungen z’—x', y’—y, 3 —z auftreten. Mit Hülfe von vier 
Reihen können sodann die a—3 übrigen Reihen, analog wie oben in (10.) 
die 15—n Spalten, so umgeformt werden, dass ihre ungeraden Elemente 
alle Null werden, Die Formel (12.) geht dadurch über in: 

A, B, C, D, 


A, B, C, D, 


(13.) =), 


ee, 

worin A,, B;, C;, D, Linearformen von «’—x', y’—y, 3 —z bedeuten. 
Für a=6 ist (13.) eine Doppelgleichung, welche sechs Strahlen 
des Punktes («', y', 2’) darstellt. In letzteren schneiden sich die beiden 
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kubischen Kegel: 


A B 6 4 B D 
A B, CG=0 und |A B, D,=0, 
A B, 6, A B D. 
welche noch drei durch die Doppelgleichung " . m, =() repräsen- 


tirte Strahlen gemein haben. Die Axen der ©’ zweifach singulären Räume 
einer |S,| bilden demnach eine Öongruenz sechster Ordnung. 

120. Die Formel (12.) oder (13.) bedeutet, wenn 2 >7 ist, dass 
alle in der Matrix enthaltenen acht- resp. vierreihigen Determinanten ver- 
schwinden. Diesen Bedingungen aber genügen die Coordinaten aller Ge- 
raden, welche von je einem zweifach singulären Raume der in ‚2, ent- 
haltenen Mannigfaltigkeiten 3, die Axen sind. Für »n=8 repräsentiren 
beide Formeln die Congruenz der © Strahlen, welche von je einem 
Büschel zweifach singulärer Räume einer 3, die Axen sind. Diese Con- 
gruenz ist von der zehnten Ordnung; denn (13.) ergiebt sich für n=8 aus: 


A, B, C, D, A, B, C, D, 


Fe u we r 
ie ie ii 
4, B CD, wie & 


falls nieht 
l A, B, C, D,: 
14, B, GG, Di =0 


r | 


ia 2 6 Di 

ist, und durch den beliebigen Punkt (z', y', 3) gehen demnach 16-6 = 10 
Strahlen der Oongruenz. 

121. Die soeben mittelst Punkteoordinaten dargestellten Strahlen- 

sebilde einer 8, lassen sich auch mittelst Ebeneneoordinaten darstellen. 


Ein Raum von '3,| nämlich ist zweifach singulär, wenn seine Gleichung: 
2r(e 449, +uy+v0)) SER V 
für alle Werthe von A, u, v die Form o@a+rP?= (0 annimmt. Setzen wir 
demgemäss: 
I 


27, =Q0oH+T,ß, Zapf; =na+TuP, Zry =Ra+TnP, 2,0, = Be+T,P, 
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so folgen aus diesen für x, y, z identischen Gleichungen wegen (1.) die 
sechzehn Gleichungen: 


32a, = 0a tTb, Zub, 0 mtTb, Fu = Qy+Tb, rd = 9a, tT;b,. 


>24,=%a+Tb, Zrb,= ga +Tb,, 

I 2,4; = OyQs+Tyb,, 

. 3,0, = O4; +Tyb;, 

woraus für a7 dureh Eliminirung der n+-1 Parameter z,, der vier o, und 
der vier r, die Formel sich ergiebt: 


Ad Au As Ay bi bu bu b;u Con Co Co Ch do div d,, dy,\ 


I} 
Ay dr Ar As Du ° ne; WElz . . . . . . | 


a Di a ii re u 
Rt EEE Ei AR Eee 
ie et ri a! 0 
Ga 05 Ta ie Bl NEE EL m 
EEE EEE EEE Fe 


(re EA ie u ne a 5 
Bo» “000 ie Bi Mo A Se u u 
() . . s : . ; . 0 () () () A, a, O; A; 


ee 


Alle (a+9)-reihigen Determinanten dieser Matrix verschwinden für die Axen 
der zweifach singulären Räume von |&,|, wenn n<7 ist. 

122. Für »= 7 enthält diese Matrix eine einzige 16-reihige Deter- 
minante; diese aber ist eine biquadratische Form der sechs Linieneoordi- 
naten a,b,—a,b, (i, k=0, 1, 2, 3). Die Gleichung (14.) stellt ebenso wie 
(12.) für a= 7 den biquadratischen Complex dar, welchen die Axen der 
zweifach singulären Räume einer 3, bilden. 

Ist n=6, so wird sie eine Doppelgleichung und repräsentirt die 
Gongruenz der Axen aller zweifach singulären Räume einer 3,. Diese 
Congruenz ist von der zehnten Klasse, d. h. in einer beliebigen Ebene 
(bis di, b:, 55) liegen i. A. zehn ihrer Strahlen. Denn die Doppelgleichung 
(14.) hat für »=6 hinsichtlich der laufenden Ebenencoordinaten a,, @,, @, @; 
dieselbe Form, wie die Gleichung (10.) für » = 10, stellt also gleich dieser 
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einen Ebenenbüschel zehnter Ordnung dar; dieser Büschel aber zerfällt in 
zehn Büschel erster Ordnung, deren Axen in (b,, b,, b,, b,) liegen. Die 
Axen der zweifach singulären Räume einer ‚3, bilden somit eine Uon- 
gruenz zehnter Klasse sechster Ordnung (vgl. 119.). 

123. Die Formel (14.) bedeutet, wenn » >71 ist, dass alle in der 
Matrix enthaltenen 16-reihigen Determinanten verschwinden; sie stellt auch 
in diesem Falle dieselben Strahlengebilde dar, wie (12.), Für »=8 reprä- 
sentirt sie eine Congruenz sechster Klasse zehnter Ordnung, deren Strahlen 
von je oo! zweifach singulären Räumen einer >, die Axen sind. Dieselbe 
ist der Congruenz sechster Ordnung zehnter Klasse, welche für »—=6 durch 
die Formel (12.) dargestellt wird, reciprok. Denn auf dieselbe Weise, wie 
(10.) in (11.), kann (14.) umgeformt werden in: 


+ ge ee 


! ! ! | 
I A; A, u En. 
| B, B, WIE Bi: n || 
Hl 


| ' ' ' | 
Bo B, re Ba. | 


EN ie 
(1: ) | C C C = V, 
| 0) 1 „u ZI lan | 
v v v 
U 2 ER 14—n | 


I. Be 
a Te Wi 


worin A,, B,, C,, D, Linearformen der Ebeneneoordinaten a,, @,, @, 4,, 
und A,, B;, C;, D:; solche von b,, b,, b,, b, bezeichnen; für a» = 8 aber ist 
diese Formel (15.) ganz so gebaut, wie (12.) für » = 6. 

Ueberhaupt stellen die beiden Formeln (15.) und (12.) für resp. 
n=14—i und n=i zwei reciproke, zu I,,_,; bezw. 8, gehörige Strahlen. 
gebilde dar. Für » = 7 insbesondere folgt hieraus, dass der biquadratische 


, 


Complex der Axen einer S;| reciprok ist zu einem gleichartigen Complexe. 


$ 19. 
Die lineare Mannigfaltigkeit |2,;| von 00% collinearen Räumen und das &, -Gebüsch '& 
124. Eine |3, besteht aus &” eollinearen Räumen und ist dureh 
heliebige sieben derselben bestimmt. Sie enthält &’ &,, ©" 3, ©" E,, 
x" 3, und © |Z,|, also auch x" Hauptpunktgruppen 20 H, > Haupt- 
eurven ec", ©" Kernflächen K*, &' Kerneurven ec’ und x" Haupttetraeder. 
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3 


Auf 3, ruht ein Gebüsch |&,,| von o©° eollinearen Mannigfaltigkeiten #,. 


die aus je oo’ homologen Ebenen der Räume von |3,' bestehen. Im Allge- 
meinen hängen 3; und '&,| von 48 Parametern ab. 

125. Zwei bezw. drei Hauptpunktgruppen 20 H von 3, können 
allemal dureh eine Haupteurve c'' bezw. durch eine Kernfläche K* ver- 
bunden werden, weil zwei resp. drei |S, von &, allemal eine 3, resp. 
eine I; gemein haben. Haben die Gruppen einen Punkt gemein, so wird 
dieser ein dreifacher Punkt von ec" resp. K* (102a.). Jede Hauptcurve ce" 
enthält ©o' Gruppen 20 H und kann mit den übrigen Gruppen durch &' 
Kernflächen vierter Ordnung verbunden werden. Jede Kernfläche K* ent- 
hält &° Haupteurven e” und &° Hauptpunktgruppen 20 H. 

/,wei Haupteurven ce" haben eine Gruppe 20 H gemein, wenn sie 
auf einer Kernfläche K* liegen, und umgekehrt; denn zwei 8, von |, 
liegen in einer 3, , wenn sie ein Raumgebüsch |S&,| gemein haben, und 
umgekehrt. Durch jede Kerneurve ce” gehen x” Kernflächen K*, die sich 
büschelweise in oo* Haupteurven e” und bündelweise in ° Hauptpunkt- 
eruppen 20 H schneiden; mit diesen c' hat die Kerneurve je 20 Punkte 
gemein (91.). 

126. Werden die oo' Gruppen 20 H, die auf einer c' liegen, mit 
einer anderen Haupteurve ce, durch Kernflächen verbunden, so schneiden 
sich diese i. A. noch in einer Kerneurve ec’, welche mit ec" und e!’ je 20 
Punkte gemein hat: denn zwei 3, von >, durchdringen sich i. A in einer 
5, , die Kerneurve ce” dieser |, aber liegt auf den ©! Kernflächen der 
Z,, welehe die eine |, mit den x' durch die andere gehenden 8, ge- 
mein hat. Die &’ auf einer Kernfläche K* liegenden Haupteurven ce" und 
Hauptpunktgruppen 20 H können mit jeder anderen Gruppe 20 H durch 
>>’ Kernflächen und x’ Haupteurven verbunden werden; diese Kernflächen 
bilden einen Bündel und schneiden K* in einer und derselben Kerneurve ce, 
welche mit den ©’ Haupteurven je 20 Punkte gemein hat. Der Beweis 
dieses Satzes ist dem soeben geführten analog und beruht darauf, dass in 
>, eine 8, mit einer 3, einen Raumbündel 3, gemein hat. 

127. In |, giebt es ’ singuläre Räume (vgl. 105.); jeder Punkt 
ist Doppelpunkt von o0’ derselben, welche einen hKaumbündel bilden. Da 

>y 


zwei dieser Raumbündel durch eine &, verbunden werden können, so sind 
zwei beliebige Punkte allemal in einer Hauptpunktgruppe 20 H von >, 


enthalten. 





in 
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Es giebt 0° zweifach singuläre, in Ebenenbüschel ausgeartete Räume 
in !&,; die Axen derselben bilden eine Uongruenz a, sechster Ordnung 
zehnter Klasse (105., 122.). Zwei beliebige Punkte einer solehen Axe sind 
in oo' Hauptpunktgruppen 20 H enthalten, weil die zugehörigen Raumbiündel 
einen zweifach singulären Raum gemein haben und folglich durch &' FE 


und eine 3, von 3, verbunden werden können. Die Haupteurve e 


dieser 3, hat die beiden Punkte zu dreifachen Punkten (102a.) und ver- 
bindet jene &' Gruppen 20 H. 

128. Die ©’ Räume von ,, welehe in eine beliebige &, des Ge- 
büsches |&; irgend eine Ebene p entsenden, bilden ein specielles Gebüsch, 
dessen Kernfläche in g und eine kubische Fläche K’ zerfällt (ö4e.). Wenn 
p um eine Gerade s sich dreht, so beschreibt das Gebiüsch eine specielle 
Z&,, deren Haupteurve in s und eine Raumeurve e’ neunter Ordnung zer- 
fällt; die durch e’ gehende Fläche K° aber ändert sich nicht bei der Drehung 
von g (102.). Mit jeder beliebigen Ebene bildet demnach K’ eine Kern- 
läche von |, . Die Punkte der kubischen Fläche K° sind Doppelvpunkte 
von ©’ singulären Räumen, die in 3, einen Raumbündel bilden (102.). 

Jeder Mannigfaltigkeit & von &, entspricht auf diese Weise ein 
Bündel singulärer Räume von ‚3; und zugleich eine kubische Fläche K’ 
als Ort der Doppelpunkte dieser häume. Je vier Räume von 8,, denen 
in '&, eine und dieselbe Ebene p entspricht, erzeugen i. A. eine in K° und 
y zerfallende Kernfläche. 

129. Die »* Büschel &,, von &; ruhen auf je einer ,, welche 
aus homologen Ebenenbüscheln der &’ Räume von >, besteht. Die Haupt- 
gerade £ von w ist Axe von oo’ dieser Büschel (49.) und somit ent- 
sprechend gemeinsame Gerade von x’ häumen der S3,. Von der Kern- 
fläche des Gebüsches dieser ©’ Räume ist £ eine Doppelpunktsgerade (344d.). 
Jedem Büschel &, von '&, entspricht auf diese Weise eine Gerade f; 
unter den Kernflächen von ‚3, aber giebt es ©c* mit je einer Doppelpunkts- 
geraden 1. 

Jede Gerade ist (105.) Doppelpunktsgerade einer Kernfläche von 
S,, weil je zwei ihrer Punkte allemal in einer Gruppe 20 H enthalten 
sind (127.); diese Kernfläche ist der Ort der übrigen 18 Punkte der 
Gruppe. Jede „Axe von 3,“, d. h. jeder Strahl der Congruenz «a, 
sechster Ordnung zehnter Klasse ist Doppelpunktsgerade von ©' Kernflächen 
(vgl. 127.). 

Journal für Mathematik Bd. CVIII. Heft 2. 16 








122 Reye, lineare Mannigfaltigkeiten projectiver Grundgebilde. 


$ 20. 


Die linearen Mannigfaltigkeiten  2n| von oor collinearen Räumen für n > 6. 


130. Eine &, besteht aus x” collinearen Räumen, ist durch be- 
liebige »+1 derselben bestimmt und enthält "+9 ]Jineare Mannigfaltig- 
keiten &,, wenn nr >k>>0 ist (36.). Sie trägt ein Gebüsch 'e,, von x’ 
eollinearen Mannigfaltigkeiten e,, die aus je ©” homologen Ebenen der 


häume von ‚8, bestehen. Die allgemeinen Mannigfaltigkeiten 8, und 


n N 


30.), wenn 14>n > ist. 


Eine 8, enthält ©” singuläre Räume, die eine biquadratische 


n 


>. hängen von gleichviel, nämlich von n(14—n) Parametern ab (vgl. 


Mannigfaltigkeit bilden; denn die Raumbüschel |&, von 38, enthalten i. A. 


je vier singuläre Räume. Ein beliebiger Punkt ist für »>4 Doppelpunkt 
von »0”* singulären Räumen der 3,', und zwar bilden diese Räume eine 
singuläre '&,_, (vgl. 127... Eine 3, enthält x” * zweifach singuläre 


käume, wenn »>>4 ist; denn ihre ‚&, enthalten i. A. je zwanzig derselben 
(95., 114.). Ist» >9, so enthält 8, o0””" dreifach singuläre, auf je eine Ebene 
redueirte Räume, denn ihre 3, enthalten i. A. je zwanzig derselben (116.). 

131. Eine 38, insbesondere enthält oo’ singuläre Räume in &’ 
singulären Gebüschen, deren Kernflächen biquadratische Kegel sind. Die 
Strahlen dieser „Kernkegel“ sind (102e.) die Axen zweifach singulärer 
käume von 3-. Es giebt demnach &” zweifach singuläre Räume in -, 
und zwar bilden deren Axen einen biquadratischen Strahleneomplex (vgl. 
118.. 122.). Die Kegel dieses Complexes sind die Kernkegel der x’ sin- 
eulären Raumgebüsche von |>;. 

Weil zwei 3, von X- allemal eine 8, gemein haben, so können 


je zwei der 0” Hauptpunktgruppen 20 H von 2; durch eine Kernfläche 
16 


verbunden werden. „Jede der &' Kernflächen K* enthält oo° Haupteurven 
ce" und oo* Hauptpunktgruppen 20 AH; denn in 3, gehen ©’ 3, und 
>, dureh jede >,. Auf jeder der oo'’ Haupteurven ce’ liegen &” Punkt- 
oruppen 20 H, und durch jede Gruppe 20 H gehen ©’ Haupteurven und 
x” Kernflächen, wie ähnlich sich ergiebt. 

Jeder &- von 8, entspricht (i02e.) in 8, ein Gebüsch 3, , sin- 
oulärer Räume nebst einer Haupteurve ec; sechster Ordnung: und zwar ist 
>, ,, in jeder Mannigfaltigkeit 3, von 3; enthalten, deren Räume eine 


und dieselbe Ebene nach 'e, entsenden, durch ce) aber gehen die kubischen 


Theile der Kernflächen dieser >. 
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132. Eine 3, enthält x* zweifach singuläre Räume: eine beliebige 
Gerade ist i. A. von einem derselben die Axe. Die biquadratischen Com- 


plexe der Axen zweier 2, von 3, haben eine Uongruenz a, sechster 
Ordnung zehnter Klasse und folglich noch eine andere a, zehnter Ordnung 
sechster Klasse gemein; und zwar besteht a, aus den Axen der zweifach 
singulären Räume einer 3,, in welcher die beiden 3, sich durchdringen. 
Die Congruenz |a,| ist zu derjenigen der Axen einer I, reeiprok (123. 
ihre Strahlen sind von je einem Büschel zweifach singulärer häume der 
>, die Axen (vgl. 77., 120.) und folglich in dem biquadratischen Axen- 
complexe einer jeden |S,| von >, enthalten. 

135. Eine ‚3, enthält i. A. zwanzig auf je eine Ebene redueirte 
Räume; die Gruppe dieser 20 Ebenen ist der Hauptpunktgruppe 20 H einer 
= reeiprok (116.). Jede der 20 Ebenen ist die Collineationsebene von 

° Büscheln perspeetiver Räume der >3,. Es giebt i. A. &©' Gerade 
Be von je einem Bündel zweifach singulärer Räume der >, die Axen 


sind; ihr Ort ist demjenigen der Axen einer >, reeiprok (123.), also eine 
Fläche zwanzigsten Grades, mit welcher die vorhin erwähnten 20 Ebenen 
je sechs Gerade a gemein haben (vgl. 106.). Die biquadratischen Axen- 
complexe der &” 3, und die Congruenzen a, der &’ 3, von 3, gehen 
alle durch jene »' Geraden a. 

134. Eine >, enthält i. A. &' dreifach singuläre, auf je eine 
Ebene reducirte Räume, und zwar ist der Ort dieser Ebenen ein Büschel 5 
zehnter Ordnung, welcher der Haupteurve ce” einer 3, reciprok ist 116). 
Den 20 Axen von >, oder Quadrisecanten von ec" (vgl. 95.) entsprechen 
20 Gerade g, durch welche je vier Ebenen von y'" gehen. Jede dieser 
20 Geraden ist die Axe von x” zweifach singulären Räumen der 8 
letztere bilden ein Gebüsch, dessen Kernfläche in die vier Ebenen von 
zerfällt. Die ©" 3, von 2,, enthalten von y" i. A. je 20 Ebenen (133.). 
Die biquadratischen Axencomplexe der &* 8. von 3, haben die 20 y 
zu gemeinsamen Strahlen. 

135. Eine 3, enthält x” dreifach singuläre Räume: dieselben 
redueiren sich auf die Berührungsebenen einer Fläche 2&* vierter Klasse, 
welche zu der Kernfläche einer 8, reeiprok ist (116.). Jede Gerade g 
ist die Axe von x° zweifach singulären Räumen der 8, : die Kernfläche 


— \ | 
ıi 


des Gebüsches dieser Räume zerfällt in die vier durch qg gehenden Be- 
rührungsebenen von &*. 


16 * 
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Von einer 3, redueiren sich auf jede Ebene eines gewissen Büschels 
y' seehster Ordnung »' dreifach singuläre Räume (117.), auf jede andere 
Ebene dagegen redueirt sich ein soleher Raum. Der Büschel y° ist zu 
der Kerneurve ce’ eines Raumbündels reciprok; er umhüllt die ©" Flächen 
vierter Klasse, welche zu je einer |3,, von 2, gehören. Je zwei dieser 
Flächen haben ausser 7” noch die Ebenen eines Büschels y'’ zehnter Ord- 
nung gemein, welcher zu einer &,, von 3,,| gehört (134.). 

Von einer 3, redueiren sich auf eine beliebige Ebene &', und 
i. A. auf gewisse vier Ebenen je ©’ dreifach singuläre Räume (117.). Diese 
vier Ebenen berühren die ©’ Flächen vierter Klasse, welche zu je einer 
>, von 5, gehören. — Von einer |&,, redueiren sich auf jede Ebene 
oo’ dreifach singuläre Räume. 
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Zur Theorie der indefiniten ternären quadratischen 
Formen. 
(Von Herrn A. Meyer in Zürich.) 


Angesehen von dem, was Gauss in seinen „‚Disquisitiones arithmeticae‘ 
iiber ternäre quadratische Formen mitgetheilt hat, scheinen die ersten Sätze 
über die Klassenanzahl indefiniter ternärer Formen von Eisenstein herzu- 
rühren. Derselbe hat seiner ‚Tabelle der reducirten positiven ternären 
quadratischen Formen‘ als Anhang eine „Tabelle der nicht äquivalenten 
unbestimmten ternären quadratischen Formen für die Determinanten ohne qua- 


m. 
[ 


dratischen Theiler unter 20° beigefügt”) und dabei die Bemerkung gemacht, 
dass für diese Determinanten jedes Geschlecht nur eine Formenklasse ent 
hält. Bei Beschränkung auf ungerade Determinanten ohne quadratischen 
Theiler ergab sich ihm der Beweis dieses Satzes für dasjenige Geschlecht, 
durch dessen Formen die Null rational darstellbar ist, aus dem bekannten 
Kriterium für die Lösbarkeit der unbestimmten Gleichung 
acz+by-+cz = (. 
Bald nach Vollendung seiner Arbeit wurde Eisenstein der Wissenschaft ent- 
rissen, und seine Vermuthung, dass es sich mit den übrigen Geschlechtern 
ebenso verhalten möchte, scheint lange unbeachtet geblieben zu sein. In 
meiner Inauguraldissertation habe ich die Richtigkeit derselben für alle in- 
definiten ternären Formen nachgewiesen, deren von Eisenstein mit (2 und 4 
bezeichnete Invarianten ungerade und relativ prim sind. In vorliegender 
Abhandlung soll die Untersuchung auch auf gerade Invarianten ausgedehnt 
und zugleich der frühere Beweis in einigen Punkten verbessert werden. 
1. Es sei 


f 


(0, LT HER LELTTELTTN Sp si El 
ka y > az -+axr ta cz +2brer +2br r+2b re 
my 


*) Dieses Journal Bd. 41. 
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eine indefinite ternäre Form, deren Determinante 
D = ab’+ab”’+a'b"— aaa" —2bb'b" 
von Null verschieden und positiv vorausgesetzt wird, was erlaubt ist, da die 
Formen negativer Determinante durch Aenderung der Vorzeichen aller 
Coeffieienten auf diejenigen positiver Determinante zurückgeführt werden 
können. Die Coefficienten a, a’, a’, b, b’, b’ werden als ganze Zahlen 
ohne gemeinschaftlichen Theiler angenommen, und die Form heisst dann 
uneigentlich oder eigentlich primitiv, je nachdem a, a’, a’ alle gerade sind 
oder nicht. In ersterem Fall ist D gerade. Die ternäre Form 
b’—aa', b"’—-a'a, b'?—au’ 

(5 a'b'—b'b, a 
wurde bekanntlich von Gauss die adjungirte von f genannt. Im Folgenden 
soll jedoch der Kürze wegen die aus ihr durch Weghebung des grössten 
vemeinschaftlichen (positiven) Theilers 42 ihrer Coefficienten erhaltene pri- 


mitive Form 
i A, A', 4" 
de (B B', Br) 


wo also 2A=b'—-aa, 2B=ab—bb", u. s. w. ist, die adjungirte von f 


heissen. Die Determinante D von f ist durch (2° theilbar, sie sei = 2°4; 
dann ist die Determinante von F gleich I°2, und die adjungirte von F ist 
wieder f. Die Zahlen (2 und 7 sind positiv und heissen nach Smith die 
Invarianten von f. 

Für die Eintheilung der ternären Formen in Ordnungen und Ge- 
schlechter möge es gestattet sein, auf die bezüglichen Abhandlungen von 
Eisenstein*) und Smith”) zu verweisen. 

2. Im Folgenden komnt für den Nachweis der Aequivalenz zweier 
ternären Formen nachstehender Satz über die Darstellung von binären 
Formen durch ternäre in Anwendung (wobei immer nur von eigentlichen 
Darstellungen die Rede ist): 

Zwei ternäre Formen derselben Invarianten (2, 4 sind äquivalent, 
wenn sie beide eine und dieselbe primitive binäre Form der Determinante (2M 


*) Neue Theoreme der höheren Arithmetik, dieses Journal, Bad. 35. 

**) ()n the orders and genera of ternary quadratic forms, Phil. Trans., vol. 157. 
"ür Formen mit » Variabeln vergl. Minkowski 
ete.* Mem. des sav. etrangers. t. 29. 


„Sur la theorie des formes quadratiques 
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darstellen, in welcher der Factor M eine in 24 nicht aufgehende Primzahl 
oder das Doppelte einer solchen Primzahl ist. 

Derselbe ergiebt sich folgendermassen: 

Damit eine primitive binäre (nicht negative) Form 9 =(p, q’, p' 
dureh ternäre Formen der Invarianten 2, 4 dargestellt werden könne, ist 
nothwendig, dass die Determinante von p durch 2 theilbar sei (sie sei 
— (2M), und dass zwei Zahlen B, B’ bestimmt werden können, welche den 
Congruenzen genügen 


B’=4Ap, BB=-4Ag', B’=4p (mod. M); 


und wenn M prim ist zu 4, sind diese Bedingungen auch hinreichend *). 
Setzt man nämlich 
Bp'+B'g"' B'p+Byg" 

FR DSB / 1 Ds } ] 


m ee n 


B’— Ip r Bi 
” Ad nn . 
M p 


. 7 Z ! ! 
=, Db=g, 6=p, 
4 u 


so werden unter den gemachten Voraussetzungen b, b', a’ ganzzahlig und 


2 
A 


f=(, y. Es eine indefinite ternäre Form der Invarianten 2, 4, dureh 
welche die binäre Form g dargestellt wird. Dasselbe gilt noch, wenn M 
und 4 gerade, aber 4M und 14 ungerade und relativ prim sind; ist hin- 
gegen 44 gerade und relativ prim zu 1M, so hat f die Invarianten 242, 14, 
und 9 kann durch ternäre Formen der Invarianten 2, 4 nicht dargestellt 
werden. Hiebei sind zwei Formen f und f,, welche bezw. den Congruenz- 
wurzeln B, B' und B,, B, entsprechen, von vornherein äquivalent, wenn 
entweder BB =B, B,=B oder B = —B, B, = —B' (mod. M) ist. Ist M 
Primzahl oder das Doppelte einer ungeraden Primzahl, so giebt es keine 
andern ineongruenten Lösungen der obigen Congruenzen, und daraus folgt 
der zu beweisende Satz. 

3. Ferner wird folgender Satz benutzt werden, für dessen Beweis 
ich auf meine Abhandlung ‚‚Ueber eine Eigenschaft der Pellschen Gleichung **)“ 
verweise: 

Ist D eine positive ganze Zahl, 2° die grösste in D aufgehende Potenz 
von 2, 04, S’ das grösste in D aufgehende ungerade Quadrat und D=-2'SD,. 


”, Vgl. Gauss „Disq. ar.“ Art. 285; Smith, a. a. 0. Art. 10. 
**), Vierteljahrsschrift der zürch. naturf. Gesellschaft, 32. Jahrg. 
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so giebt es stets mit 2D theilerfremde Zahlen y, 4 von der Beschaffenheit, 


dass für alle Primzahlen p, q, welche den Congruenzen 


pp, =g (mod.8SD,) 


genügen, die Pellsche Gleichung P—pqDu'=1 eine Fundamentalauflösung t=T, 


u=U besitzt, für welche weder T--1 noch T—1 durch pg theilbar ist. 

Dies ist z. B. der Fall, wenn p und q nach folgender Vorschrift 
gewählt werden *): 

Es seien s;, 8, ... s, diejenigen verschiedenen Primfactoren von $, 
welche nicht in D, aufgehen, d,, d,, ... d, die Primfactoren von D,. Man 


bestimme die quadratischen Charaktere des Produets pgq = a in Bezug auf 


die Primfactoren s,, 8, ... s, durch die Bedingungen: 


’ 


(A.) a en. 5, m, 


‘$; / $ı 


und in Bezug auf die Primfactoren von D, durch die (immer erfüllbare 
Bedingung (B.), dass es unter den 2” Formen 


fO)=0dr’—2’ad'y’ (dd =D, d>0), 


deren Gesammtheit £ heissen möge, keine zwei gebe, welche in den 
Werthen aller » Symbole 


2), I, . a) 


übereinstimmen oder, was dasselbe ist, dass 2’—2’aD,y die einzige Form 
des Systems $ ist, für welche diese Symbole sämmtlich positiv sind. Ferner 
bezeichne man, wenn o=(0, 1 oder 3 ist, mit r eine der Zahlen 3, 5. 7 
und mit d, einen Thheiler von D,, indem man setzt: 

a) wenn D, = 1 ist oder bloss Primfaetoren der Form 8r-+1 enthält: 

a=r (mod.8), d,=1; 

b) wenn D,, abgesehen von Primfaetoren der Form 8» +1, nur Prim- 
factoren (d) von einer der drei Formen 8%»-+3, 5, 7 enthält und f(d) die- 
jenige Form des Systems $£ bezeichnet, für welche die Gleichungen 


(0) 27-2 N | 
& )= = \ d, ) (k=1,2,3,...n) 


*) a. a. O. S. 375, 
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stattfinden: 
A Öö 
a=r oder =rd (mod.8), je nachdem (- ) =+1 ode =—I, 
d.=1 oder =d, je nachdem r=d (mod8) oder nicht: 
c) wenn D, Primfactoren von wenigstens zwei der Formen 82-3, 5,7 


enthält, und f(d,), f(d,), f(d3) diejenigen Formen des Systems £ bezeichnen, 
für welche die Gleichungen 


AZ, (I), I (ZE) amas..n 


stattfinden *): 
= (3 ( . ) a Z )) r (mod.8): 


und unterwerfe nun p der Bedingung 


r?—1 r—1 
i BE I\ 2 ö, 
ee 


Wenn o=2 oder 4 ist, und 
d) wenn D, keinen Primfaetor der Form 4»-+3 enthält, setze man 
d,= . 
e) wenn D, wenigstens einen Primfactor der Form 4»-+-3 enthält 
und f(d) diejenige Form des Systems $£ bezeichnet, für welche 
9) u em EEG 
d; d,. / 


setze man d,=d: 
und nun unterwerfe man a und p den Bedingungen: 
FE 
(C'.) a=D, (mod.4), ( ö ) = —1. 
Die Bestimmungen für q folgen. aus denjenigen für a und p. 

Endlich bestimme man, was immer möglich ist, irgend welche mit 
2SD, theilerfremde Zahlen a, p, q eines vollständigen Restsystems (mod.8SD,). 
für welche die bezw. für a, p, g festgesetzten Beziehungen gelten, wobei 
die Zegendreschen Symbole in erweitertem Sinne (nach Jacobi) zu ver- 


*) Die Werthe von (=) 5) (*), & ergeben sich aus denjenigen von 


a Br 
(= ) mittelst des quadratischen Reciprocitätsgesetzes. 
"Wk 


Journal für Mathematik Bd. CVIII. Heft 2. 17 
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stehen sind. Dass man alsdann für jedes Zahlenpaar p, q unendlich viele 


zugehörige Primzahlen p, q finden kann, für welche p=p, q=g (mod.8SD,), 

folgt aus dem bekannten Satze über die arithmetische Progression. 
Bemerkung. Die obigen Festsetzungen reichen zwar hin, um T-+1 

und T—1 durch pq nicht theilbar zu machen, sind aber nicht nothwendig. 


Ist z. B. D eine Primzahl der Form 82 +3, so müsste man nach jenen Vor- 
schriften machen 


( 5 ) =+l1, d=D, a=r oder dr (mod. 8), 
je nachdem a=1 oder 3 (mod. 4); folglich (da r=3 oder 5 oder 7) 
m . —D 
—= 5 oder 7 1.8 =5b, 6&,=D —)=-1 
a ==5 odeı (mod.8), r=5, 0, “ ( 5 ) 


oder (was dasselbe ist) 


») be 
ir 

Eine besondere Untersuchung zeigt aber, dass in diesem Fall folgende 
Annahmen, unter welchen die vorigen enthalten sind, dasselbe leisten: 


’ . m N —D 
entweder ()=+ und a=3 oder 5 oder 7 (mod. 8), ( = —| 


p 


oder (> ) —--]1 und entweder p=qg=5 oder 7 (mod. 8) 
oder a=5 (mod. 8) und (= =—1 


oder a=3 (mod.4) und ( - )= —1. 


4. Es sei f eine indefinite ternäre Form der Invarianten 2, 4; y 
eine binäre Form der Determinante (2M; (23, 1, 0’ seien die grössten bezw. 
in 2, 4, QM aufgehenden Quadrate, 2 = 2,23 oder =22,2, 4=AE: 
oder =24,8, 2, und 4, ungerade, 2M = M,Q’, 2° die grösste in 4 auf- 
scehende Potenz von 2, und a bedeute in Bezug auf / dasselbe, was im 
vorigen Artikel in Bezug auf D. Nun gilt der Satz: 

Wenn die indefinite ternäre Form f der Invarianten (2, 4 die eigentlich 
primitive binäre Form g der Determinante “2M darstellt, so stellt sie auch 
jede andere Form g, dieser Determinante dar, welche mit p in dasselbe Ge- 
schlecht gehört, vorausgesetzt, das 6 — 4, M, kein Theiler von 24, sei, 
ferner, dass 


(«.) (#) LTE a) 
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in Bezug auf jede ungerade Primzahl 0, welche zugleich in (2M und 4,, aber 
nicht in 4, aufgeht, und 


(3) CET 


in Bezug auf jeden gemeinschaftlichen Primfactor von (2M und 4A,: ausserdem 
wenn =, 1 oder 3 und zugleich 2M = 0 (mod. 8), dass 

(Y.) y=a (mod. 8), 
und wenn o=2 oder 4 und zugleich 2M=0 oder 3 (mod. 4), dass 

Y.) y=a (mod. 4). 

Beweis: Wenn die ternäre Form f die binäre Form p= (a, b", a‘) 

(eigentlich) darstellt, so stellt sie auch jede mit p äquivalente Form dar; 
daher darf angenommen werden, der Coefficient « sei positiv*) und prim zu 


2(24M. Aus der Voraussetzung folgt, dass f ebenfalls eigentlich primitiv 


a a nn a ne ’ 
sein muss und in die äquivalente Form np .w transformirt werden kann. 
. EP. 


Diese Form werde von vornherein für f gewählt. Durch die Substitution 


0 8 
Ü 2 u . (40 — ur = 1) 
() Vv [% 


! A 

. . da “ a “ ad .. . . ® ” 

gehe f in =(g ro :5) über. Dann geht auch die adjungirte von f. 
1? 19 l 


. A, A', A" ar irn 
=(g p . durch die Substitution 


1 () ON 

0) 0 —v 

0 — u ) 

3 [Z 

A, A, A 


1 


in F= BP 1 die adjungirte von f,, über, und es finden die Glei- 
1? 1? 1 


chungen statt: 
a=a, bh, =bv+b'i, A = A"%—-2Biv+ AV. 
Setzt man nun, wenn T, U die Fundamentalauflösung der Pellschen Gleichung 
"—aIW = 1 
bezeichnet, 
ı=T+BU, u=-AU, v=A'U, oe=T-BU, 


 *) Die Form g kann nicht negativ sein, da sie sich durch die indefinite ternäre 
Form f positiver Determinante darstellen lässt. 


u” 
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so wird 
o—uv = 1, 
A, =A"=M, b/=b"T-aBU=b"T (mod. a). 

Nun lässt sich durch die Formen und %, dasselbe Produet zweier 
in 26249M nicht aufgehenden Primzahlen p und q darstellen. Deshalb kann 
und soll vorausgesetzt werden, es sei a gleich einem solchen Product pg. 
Angenommen, es sei möglich, auch noch die weitere Bedingung zu erfüllen, 
dass T+1 und T—1 nicht durch a=pg theilbar seien, so sind +5”, +b\ 
die vier incongruenten Wurzeln der Congruenz 

x’ = (2M (mod. pg), 
und pg ist durch die Formen 
b”’—2M 
Pq 


b’—OM \ 
Zi - 

) und (vg; +b\, Tai Menu 
darstellbar und durch keine andern Formen der Determinante (2M, welche 
diesen nicht äquivalent wären. Mit einer dieser Formen muss somit auch 


(vg. +b, 


y, äquivalent sein und sich also durch f darstellen lassen. 

Es bleibt jetzt übrig zu untersuchen, in welchen Fällen das Product 
a = pg den obigen Bedingungen gemäss gewählt werden kann, welche lauten: 

1) a soll sich durch und 9, darstellen lassen; 

2) weder T+1 noch T—1 soll durch a theilbar sein. 

Durch die Bedingung 2) ist, soweit es sich um die Anwendung der 
Vorschriften des Art. 3 handelt, wobei 0 4 sein muss, der Charakter von 
a in Bezug auf die Primfactoren von 4, und (wenigstens theilweise) auch 
von 4, vorgeschrieben, somit auch das Geschlecht von in Bezug auf 
diejenigen dieser Primzahlen, welche auch in der Determinante 2M auf- 
oehen. Dies ist ausgedrückt durch die Bedingungen (e.) und (.). In Be- 
zug auf die übrigen ungeraden Primfactoren von 42M bleibt der Charakter 
von g willkürlich. In Bezug auf die Moduln 4 oder 8 ergeben sich aus 
Art. 3 für das Geschlecht von offenbar die Bedingungen (y.) und (y‘.). 

Es fragt sich jetzt, ob, die Bedingungen («.), (P.), (y.) oder (y'.) als 
erfüllt vorausgesetzt, die einzelnen Factoren p und g von a passend gewählt 
werden können. Zunächst ist pg durch und Y, zugleich darzustellen. 
/u diesem Zwecke bemerke man, dass die aus y und , zusammengesetzte 
Klasse gg, ins Hauptgeschleceht gehört und daher durch Duplication einer 
eigentlich primitiven Klasse w der Determinante (2M gebildet werden kann, 
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so dass pp, = w’ und, wenn wy7' = w, gesetzt wird (unter p,) ' die entgegen- 
vesetzte Klasse von Y, verstanden): 
y=yy, p=vw 

wird. Die Formen y, und w;' stellen aber dieselben Zahlen dar, und nach 
einem bekannten Dirichletschen Satze lassen sich durch w und w, unendlich 
viele Primzahlen p und q bezw. darstellen, somit durch g und %, deren 
Produet pg. Nun ist die Primzahl p nur der Bedingung (C.) oder (C'.) des 
Art. 3 unterworfen, in welcher d, ein Theiler von 4, ist. Dieselbe ist mit 


der Gleichung 
2% 
=) =1, 


welche die Existenzbedingung des Geschlechts von w ausdrückt. immer 
verträglich, wenn, wie vorausgesetzt, M, in 24, nicht aufgeht. 

Lässt man nun w alle eigentlich primitiven Klassen der Determinante 
‘2M durchlaufen, welche der betreffenden Bedingung (C.) oder (C'.) genügen, 
so durchläuft g*'w’ *) entweder alle Klassen des Geschlechts @ von g 
oder nur die Hälfte 4. Im ersten Fall wird g*'w’ für gewisse w eleich , 
werden, und der Satz ist bewiesen, im zweiten Fall nur, wenn g, der Hälfte 
H angehört. Gehört hingegen Y, der andern Hälfte 7, von @ an, so sei 
g=g*w‘ eine Klasse von H. Diese kann durch f dargestellt werden, 
somit auch alle Klassen, welche in y5'w” enthalten sind, wo w' wieder 
dieselben Klassen durchläuft, wie w. Die Klassen y'v’=g (uw) 
gehören aber der Hälfte 7, an, da für eine durch w' darstellbare Prim- 
zahl p die Bedingung (C.), bezw. (C’.) nicht erfüllt ist. 

Was die Klasse w, anbetrifitt, durch welche g dargestellt wird, so 
ist sie durch und w bestimmt: w, = gw"", 

5. Unter Beibehaltung der im vorigen Artikel eingeführten Bezeich- 
nungen (nur dass hier a = 2pg, a gerade und Ja zu 47 prim sein muss, 
eilt ebenso der Satz: 

Wenn eine wneigentlich primitive indefinite ternäre Form f der In- 
vaerianten (2, A eine primitive binäre Form y der Determinante (2M darstellt, 
so stellt sie auch jede andere Form y, dieser Determinante dar, welche mit 
p in dasselbe Geschlecht gehört, vorausgesetzt dass o <4 sei, M, kein Theiler 

*) Zugleich mit g lässt sich auch die entgegengesetzte Klasse @! durch f darstellen. 


Es ist hierbei vorausgesetzt, dass der Zahl r nur einer der Werthe 3, 5. 7 beigelegt 
werde: ist mehr als einer zulässig, so gilt der Satz a fortiori. 
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von IS, und das Geschlecht von y den Bedingungen genüge 


In diesem Falle muss auch 9 uneigentlich primitiv sein, also 


‘2M = 1 (mod. 4), und Charaktere von p in Bezug auf die Moduln 4 oder 


5 treten nicht auf. 

Der Beweis ist dem vorigen ganz analog; nur lautet jetzt die be- 
zügliche Pellsche Gleichung: 
"—2pqdwW = 1; 

. 7 . fa 1—2M ” . . 
die Formen g und g, sind als aus o = (2,  — und eigentlich pri- 
mitiven Formen 5 und /, zusammengesetzt zu betrachten, und es ist zu 
setzen 

33 u y a1 u ie — ER —1 cu 
6. Ist die ternäre Form f nebst ihrer KEN E F eigentlich pri- 


mitiv, so kann sie in eine ihr äquivalente u vi. - mit der adjungirten 


(A, A), 

\B, B', B' 
einander und zu 224 prim sind *). Dann sind die Formen (a, b", a’) und 
(A, B, A’) eigentlich primitiv, und demnach lassen sich durch dieselben un- 
endlich viele Primzahlen darstellen, und die Form f kann weiter so trans- 
formirt werden, dass a und A” von einander verschiedene Primzahlen werden, 
welche in 224 nicht aufgehen. 


h'' 


en transformirt werden, für welche die Coefficienten a und A” 


Es seien nun 


ee) 


eigentlich primitive indefinite Formen, die in dasselbe Geschlecht der In- 
varianten (2, 1 gehören, mit den ebenfalls eigentlich primitiven adjungirten 
le 
B, 2 B' B, B, B’' 
welche in der eben angegebenen Weise transformirt sein sollen, so dass 
also a, a, A’, A, Primzahlen sind, welche in 2/24 nicht aufgehen, a von 
A’, a, von A, verschieden. 


*) Smith, a.a. OÖ. Art. 9. 
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Ist A’= A/\, so sind 
9=(ab,a), Y9=(a, di, @) 
eigentlich primitive Formen derselben Determinante.2A, welche demselben 


Geschlechte angehören. In Bezug auf die ungeraden Primfaetoren von 42 


folgt nämlich die Gleichheit der Charaktere daraus, dass f und fi dem- 
selben Geschlechte angehören, in Bezug auf A’ aus den Gleichungen 


B-AA"=a4, B-AA'=a4, 


an 


It 2=0 (mod.4 oder 8), so ist ebenso bezw. y=f=fı =y, (mod.4 
oder 8). Ist übrigens die Uebereinstimmung aller Charaktere von g und 


wonach 


y, bis auf einen nachgewiesen, so muss sie auch für den letzten stattfinden. 
weswegen die Fälle 2A’ =2, 3, 4, 6, 7 (mod.8) keiner weiteren Unter- 
suchung bedürfen. 

Nach Art. 4 stellt somit f, auch die Form dar unter den daselbs! 
aufgestellten Bedingungen, wo jetzt aber # und 6 in (2 aufgehen müssen. 
weil M=A" zu 4 prim ist, und wo an Stelle von überall f gesetzt 
werden kann. Da nun beide Formen f und f, die binäre Form % darstellen, 
in deren Determinante 2A” der Factor A” eine in 2.4 nicht aufgehende 
imzahl ist, so sind sie (Art. 2) äquivalent. Bezeichnet man noch die 
höchste in (2 aufgehende Potenz von 2 mit 2°, so lassen sich demnach für 
die Aequivalenz von f und f, folgende Bedingungen als hinreichend (wenn 
auch nieht nothwendig) aufstellen: 


_ —204, a 
.>#s = Q' -), (2)=($) 
für jede ungerade Primzahl #, welche zugleich in (2 und 4,. 
aber nicht in 7, aufgeht, und jeden gemeinschaftlichen Prim- 
/ factor 9 von 2 und 4,; ausserdem 
wenn o=(0, 1 oder 3, 7>2 :f=a (mod.8): 


wenn o=2 oder 4 und = >1 ce 
fz=a (mod.4). 





» 
oder =0 und F=—.R (mod. 4) 


Ist a=a, so sind ganz ebenso F und F,, daher auch f und f, äqui- 
valent, wenn folgende Bedingungen erfüllt sind: 
)) o o oO 













136 A. Meyer, zur Theorie der indefiniten ternären quadratischen Formen. 


<s; (--C) D-) 


für jede ungerade Primzahl 7’, welche zugleich in 4 und 2Q,, 
aber nicht in (2, aufgeht, und jeden gemeinschaftlichen Primfactor 





(AL) n von JS und (2: ausserdem 
wenn 7=(, 1 oder 3, 0>2 :F=X (mod.8): 
wenn 7=2 oder 4 und o >1 
| l.F = (mod.4). 
oder 0=0, f=—4A (mod.4) | 


Hierbei hat A in Bezug auf (2 dieselbe Bedeutung, wie a in Bezug 
auf 4. 

Ist weder a=a, noch A’=A,, so stellt immerhin die Form f unter 
den Bedingungen (].) jede binäre Form dar, welche mit (a, b", a’) in das- 
selbe Geschlecht gehört, somit alle Primzahlen, welche in gewissen durch 
den quadratischen Charakter von (a, 5b’, a) bedingten Linearformen 
402 A"c+k enthalten sind. Ebenso stellt f, alle Primzahlen dar, welche in 
gewissen durch das Geschlecht von (a, b/, a,) bedingten Linearformen 

(2A, x+k, enthalten sind. Da aber f und f, demselben Geschlecht ange- 


.. . a a . .. . ‚ 
hören, so ist ( ) — (- ) in Bezug auf jeden ungeraden Primfactor » von 2. 
w fM} oO 


Es handelt sich jetzt nur noch darum, die Uebereinstimmung von a und a, 
in Bezug auf die Moduln 4 oder 8 nachzuweisen, wobei folgende Fälle zu 
unterscheiden sind: 

!. 2=1 (mod.2). 

In diesem Falle haben die Formen (a, b", a’) und (a, b,, a,), also 
auch % und 4,, nur dann jede einen bestimmten Charakter (mod. 4), wenn 
2A’ = 2A, = 53 (mod.+) ist, also A’= A, (mod.4), und da aus der Glei- 
chung, welche die Existenzbedingung ternärer Geschlechter ausdrückt *). 
wenn S==1 (mod.2) oder = 0 (mod.4) ist, 

A'—l Aa-l ZA Aa—l 
SEE Bu u 7 Er Eee 
folgt, so muss sein 
a=a, (mod. 4). 
Ist 4== 2 (mod. 4), also Ja == +2 (mod. 8), so kann man immer annehmen, 
dass A’ und A\ nicht beide = 32 (mod. 4) seien, da man durch die For- 


ar Smith, a. 4a. (), Art. =, 
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men (A",B, A’) und (A,,B,, A,) Zahlen darstellen kann, die beliebig con- 
sruent +1 (mod. 4) sind. 
2. 2=2 (mod. 4). 
Aus der Existenzbedingung ternärer Geschlechter folgt, wenn 
4=1 (mod.2) oder =0 (mod. 4) 


ist, die Gleichung 


2,A'—] A, a—| a®—] 2,Aal—1 Aa—| 2 —] 
1 2 2 PETE u 83 2 2 8 
(— ) u. ) 
Ist 4=0 (mod.4), so muss A’= A, (mod.4) sein, da F=F, (mod. 4) 
und daher, wenn 2A" = 2A, =2 (mod. 8), also 2,A’= 12,4, 1 (mod. 4): 
a*- ] a; ] 

f =”. Fe, 5 
ae 1) — (—1 


hingegen wenn 2A" = 2A, =: 6 (mod. 8), da 


wen — = na Mika (mod. 2): 


2 2 2 
1— | FR. :: l 1, —1 nr. | 
a ee, 
d.h. die Formen (a, b", a’) und (a,, b,,a,) haben denselben Charakter (mod. 8). 
Ist 4=1 (mod. 2), so kommt der Fall A"=—A, (mod. 4) nicht in Be- 


tracht, weil dann die Formen (a,b',a‘) und (a,,b,,a,) immer wenigstens 
in einem der heste 1, 3, 5, 7 (mod. 8) übereinstimmen, und der Fall A’= A, 
(mod. 4) erledigt sich wie vorhin. 

It 4=2 (mod. 4), so sind die Determinanten von (A, B, A) und 
A,, B,, A,) eongruent +2 (mod. 8), und man kann es immer so einrichten, 
dass A’=—A, (mod.4) wird, und dann können auch a und a, gleiche 
este, mod. 8, erhalten. 

3. 2=0 (mod. 4). 

Je nachdem (2 = 4 oder — 0 (mod. 8), muss a a, (mod. 4 oder 8° 
sein, da f und /, demselben (Geschlecht angehören. 

Da A’ und A, von einander verschiedene Primzahlen sind, ergiebt 
sich also in allen Fällen, dass wenigstens eine der Linearformen 424" r-+Ä 
mit wenigstens einer der Linearformen 4424} r+%, verträglieh ist. Also 
haben diese Linearformen eine gewisse Anzahl (wenigstens eine) von Linear- 
formen 42A"’A) +1 gemein, und die Formen f und f, können alle in den 
letzteren Linearformen enthaltenen (unendlich vielen) Primzahlen gemeinschatt- 
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lich darstellen. Deswegen kann man sich diese Formen immer so trans- 
formirt denken, dass a=a, wird, womit die Sache auf den vorigen Fall 
zurückgeführt und der Satz bewiesen ist: 

Zwei eigentlich primitive indefinite ternäre Formen, deren adjungirte 

ebenfalls eigentlich primitiv sind, und welche demselben Geschlechte der In- 
varianten (2, A angehören, sind immer äquivalent, wenn die Bedingungen (1. 
und (11.) erfüllt sind. 
‘. Es bleibt noch der Fall zu behandeln, dass von den Formen f 
und F die eine uneigentlich primitiv und somit die andere eigentlich primitiv 
ist. Da der Beweis sich ganz ähnlich gestaltet wie vorhin, wird eine 
kürzere Behandlung genügen. 

Ist die Form f uneigentlich primitiv, so ist (2 ungerade, 7 gerade, 


a, a’, a'' 


‚ „) mit der adiuneirten 
b,b’, b ) u 


und f kann in eine ihr äquivalente Form ( 


(4A, A’, 4" 
\B, B', B" 
dene Primzahlen werden, die in (24 nieht aufgehen. Es seien nun 


Bin (* a, . Fo (a a\, 01) 
gg ! ı )3 Hr ' 2 
ER b, bi, b, 


uneigentlich primitive Formen, die demselben Geschlecht der Invarianten 
® 


) transformirt werden, so dass la und A” von einander verschie- 


4 angehören, mit den adjungirten 


ta A, A" 
F=\g» 2): 


2 
2 A 
F, RER B., B', 8") , 


wo Ja, 4a,, A’, A, Primzahlen bedeuten, die in (2.4 nicht aufgehen, und 
la von A’, Ja, von A, verschieden ist. 


A 


‚a), 9, = (a, b,, a,) uneigentlich 


„ 


It A’=A,, so sind = (a, b 


rimitive Formen der Determinante (2; die in dasselbe Geschlecht »ee- 
3 tee) 


hören, woraus nach Art. 5 folgt, dass f, auch g darstellt und daher mit f 


äquivalent ist, wenn die Bedingungen erfüllt sind: 


u 0<6 (D-CH), (D- 


wo a in der Bedeutung des Art. 5, # und #9 in derjenigen des Art. 6 zu 


verstehen sind. 

It a=a, so sind®=(A", B, A) und d, = (A,, B,, A,) eigentlich 
primitive Formen der Determinante Ja, die demselben Geschlecht angehören 
(es ist 247° 2A, = 1 (mod. 4), daher A” = A, (mod. 4)), woraus nach 


& 
1 
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Art.4 folgt, dass F, auch 2 darstellt und daher mit F äquivalent ist, wenn 
die Bedingungen erfüllt sind: 


mn MI IM. 


Lasten wenn o>1l: F=X (mod. 8), 
wo 7, 7, A wiederum dasselbe bedeuten wie im vorigen Artikel. 

Ist weder «= a,, noch A’ = AY, so lassen sich unter den Bedingungen 
(III.) zunächst Linearformen 42A’z+k, 42A,c+k, angeben, welche nur 
solche Primzahlen enthalten, die sich bezw. durch 4f und 4f, darstellen 
lassen, und welche eine gewisse Anzahl von Linearformen 4A’ A, x --I 
semein haben. Die in letzterer Form enthaltenen Primzahlen lassen sich 
also durch 4f und 4f, zugleich darstellen, und daher können f und fi so 
transformirt werden, dass Aır erster Coefficient gleich dem Doppelten einer 
dieser Primzahlen wird. Damit ist die Sache auf den eben behandelten 
Fall «a=a, redueirt und der Satz bewiesen: 

Wenn zwei uneigentlich primitive indefinite ternäre Formen der In- 
varianten 2, I einem und demselben Geschlecht angehören, das den Bedingungen 
(II.) und (IV.) genügt, so sind sie äquivalent. 

Speciell gilt der Satz: 

Zwei primitive indefinite ternäre Formen sind äquivalent, wenn sie 
demselben Geschlecht angehören und ihre Invarianten weder durch 4 theilbar 


sind, noch einen ungeraden gemeinschaftlichen Theiler haben. 
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Anwendung der Theorie der Modulsysteme 
auf ein Problem der Optik. 


(Von Herrn K. Hensel.) 


Betrachtet man einen homogenen elastischen festen Körper mit der 
Diehtigkeit Eins, auf dessen Theile keine Kräfte wirken, als die durch 
seine unendlich kleinen relativen Verschiebungen erzeugten, so ist bekannt- 
lich das auf die Volumeneinheit bezogene Potential der durch diese Ver- 
schiebungen hervorgerufenen Kräfte eine homogene Funetion zweiten Grades 
von sechs Argumenten $,, 3, &35 $> Ss Si, Welche ihrerseits wieder in 
sehr einfacher Weise von den Verrückungscomponenten des betrachteten 
Punktes abhängen. Dieses Potential 

F(S,) (i, k=1, 2, 3) 
enthält also im allgemeinsten Falle 21 Constanten, welehe durch die Natur 
des Körpers, sowie durch die Wahl des Coordinatensystems bedingt sind *). 

Es ist nun, wie auch die Potentialfunetion F beschaffen sein möge, 
stets möglich, eine Lösung der Differentialgleichungen für die Bewegung 
des Körpers zu finden, welche ebenen geradlinig polarisirten Wellen ent- 
h 


sprieht: Sind nämlich die Riehtungseosinus (A,, 4, 4,) der Wellennormale 
beliebig gegeben, so lehrt die Discussion jener Gleichungen, dass die Rich- 
tungscosinus (@,, 0%, 0,) der Verrückungen gefunden werden, wenn man in F 


2 | Sı = Aıkı, 522 = Oyhn, 
\ .) | in 
SH 


2 
-x0J 


S3; = OAyhz, 
setzt, und alsdann die drei Grössen @ den Bedingungen 
OF 


ca; 


DIN 
\ ui . } 


Pe, A++=1 


remäss bestimmt, wo V eine zu bestimmende Grösse bedeutet. Da diese 


*) Für die im Anfange dieser Notiz gegebenen Entwicklungen vgl. @. Kirchhoff: 
„Ueber die Reflexion und Brechung des Lichts an der Grenze krystallinischer Mittel“. 
Abh. d. Berl. Akad. v. J. 1876. Gesammelte Abhandlungen. 8. 352—376. 
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Gleiehungen nichts Anderes sind als die Bedingungen für die Richtungs- 
eosinus der Hauptaxen des Ellipsoides 


ri ang de 

Rn REN 
N ee 
ee > 


1 
Fia,, &, %,) = u 


so ergiebt sich ohne Weiteres, dass jeder Wellennormale drei Polarisations- 
richtungen («,, &, @,) entsprechen, und dass diese auf einander senkrecht stehen. 

Soll nun der elastische Körper der Lichtäther sein, so müssen zwei 
Wellen transversale sein, d. h. ihre Polarisationsrichtung muss auf der Wellen- 
normale senkrecht stehen. Offenbar wird dieser Fall dann und nur dann 
eintreten, wenn die Richtung der Verrückungen in der dritten Welle mit 
derjenigen ihrer Normale zusammenfällt, d.h. wenn die drei Gleichungen 
(2.) durch das System 

(3.) A; Me As. Ar Ag 


befriedigt werden; oder da alsdann wegen (1.) und (3., 


a; i 4 . ee :! oF oF m;! ; OF 
(4.) z =, At ar hr a a dr ran u =— 0, 
. O0; Usil OSi2 hi O&a ( Si ( Ö ) M ri e ! /J 


ist, so erhält man jetzt das Resultat, 
dass der elastische Körper dann und nur dann der Lichtäther sein 
kann, wenn die Constanten des Potentiales F so beschaffen sind. 
dass allgemein identisch 
(5.) = ee 
ist, wenn in dem Ausdruck von F($;,) 


(1.) u. E 


ti 


= 0, +0,4, 


tÄk 


und nach der Differentiation 


(3.) 0; nn h, 
gesetzt wird. 
Macht man aber die Substitutionen (1.) und (3.) gleich in F, d.h. 
setzt man: 


(6.) eh, ei 


so wird 


oF _95 oF ig 
5 nz k> 
OA, k O6; 


mit Berücksichtigung von (4.) ergiebt sich also, dass der betrachtete Körper 


Sa ge Metz oh 
RE TEILE DER 
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nur der Lichtäther sein kann, wenn nach der Substitution (6.) identisch: 
ar DR ui 

(4.) 2 le 2Vi, 
ist. | 

Anstatt nun die Substitutionen (6.) in F zu machen, und die alsdaın 
verschwindenden Terme fortzulassen, kann man nun offenbar auch den Rest 
von F für das Divisorensystem 

(8.) Mo (S;—h;, Sr — 24,4.) Ga), 
oder ein ihm äquivalentes betrachten. ow diese Untersuchung einfacher 
durchführen zu können, trennen wir in der Form F die beiden Systeme 
| 3» $1s $n» von einander, dann lässt sich dieselbe offenbar 
folge ‚der massen schreiben: 

9) F= Rlı Ss Ss)+tB(Su, 52, 55 I Ss Se)+Fıl&a, Ss Sie), 
wo F, und F, quadratische Formen bedeuten, und B eine bilineare Form 
ihrer Argumente ist. Man kann nun das Modulsystem (8.) leicht durch ein 
äquivalentes M ersetzen, für welches in dem Ausdrucke von F in (9.) die 
letzte Form F, (S3, Ss, Sı2) fehlt. Berücksichtigt man nämlich, dass die sechs 
Ausdrücke: 

(10.) Er Eule 
bei der Substitution (6.) verschwinden, dass sie gr den HKlementen des 
Divisorensystemes (8.) hinzugefügt werden können, ohne dasselbe zu ändern, 
so erkennt man, dass für das so veränderte Modulsystem M' alle Terme 
der Form F, durch solche ersetzt werden können, welche einer der Formen 
F, oder B angehören. Es ist also: 

F== F,(&)+B(&,; 5) mod. (M') PIE rE 
Es sind dann alle Terme von F, und B nach der Substitution (6.) beziehlich 
von der Form 4/4, und 44,4, (k=>); dieselben sind dann also sämmtlich von 
einander verschieden, und man erkennt leicht, dass alle Terme von B und nur 
sie mindestens eine der Grössen 4,, 4,, A, nur in der ersten Potenz enthalten. 
Denkt man sich aber den so erhaltenen Ausdruck von F nach der 
Substitution (6.) nach Potenzen der 4, entwickelt, so ergiebt sich aus der 
Bedingung (7.), dass alle Glieder, welche eine der Grössen 4, nur in der 
ersten Potenz enthalten, verschwinden müssen. Nach der soeben gemachten 
Bemerkung muss also die ganze bilineare Form B fortfallen, und man erhält 
als nothwendige Bedingung: 
(11.) F= F,(s,) = Foufufun mod. (M). 
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Dann nehmen aber die Gleichungen (7.) die Form an 


OF GP. =, r. 
r A — 24, tom > } k. 
oh; Oi 
oder | 
OF, u OF, Bu oF, — V 
O8, ) O8,; O E, 3 ß 
und hieraus folgt durch nochmalige Differentiation: 
°F, ' 
ara —= 2a 
O&uOSrx ” 


wo a, eine von i und Ak unabhängige Uonstante bedeutet; nach dem Exuler- 
schen Satze über homogene Funectionen ergiebt sich also für die Form F 
der Ausdruck: 

Ö®F, 


nE.Nn& 
Usüi Oskk 


) 


FIFrESI ZZ. 1 PL 2 a c BE su 2 
F,($;,) — y— Susan —.r CF ER j >33) u 


Substituirt man diesen Werth von F, in die Bedingung (11.) und 
ersetzt dort die Öongruenz für das Modulsystem (M’) durch die ihr ent- 
sprechende Gleichung, so ergiebt sich, dass sich das Potential F dann und 
nur dann auf den Lichtäther in einem krystallinischen festen Körper be- 
ziehen kann, wenn | 





(12 ) | 4,3 — 45283) +0, (55, — 48351) + Az (12 — 45,18%) 
+2a,(&ı82— 25552) + 2a3 (283 — 281%) +20, (8381 — 28; Sr, 


ist, wo a, und die Grössen a, willkürliche Constanten bedeuten. 

Giebt man den Indices i, k, ! alle Werthe zwischen 1 und n, won 
eine beliebige ganze Zahl ist, so erhält man die Lösung des entsprechenden 
Problems für eine quadratische Form F(£,) von 2» Variablen. 

Die hier behandelte einfache Aufgabe ist zuerst von Green (Trans- 
actions of the Cambridge Philosophical Society 1839) und später von G. Kireh- 
hoff in seinen ersten Vorlesungen über Elastieitätstheorie und Optik gelöst 
worden. Die Discussion der Bedingungsgleichungen führte hier durch Üoef- 
fieientenvergleichung auf 15 einfache lineare Relationen zwischen den 21 
Uoeffieienten von F, durch deren Auflösung sich dann die Form (12.) des 
Potentiales ergab. Später wurde diese etwas ausgedehnte Untersuchung 
tortgelassen und nur ihr Resultat und die Verification desselben angegeben, 
und dasselbe ist dann auch in der demnächst erscheinenden Herausgabe dieser 
Vorlesungen geschehen. Die kleine dort entstandene Lücke soll durch die 
obigen einfachen Bemerkungen ausgefüllt werden. 
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Anwendung der Modulsysteme auf eine Frage 
der Determinantentheorie. 


(Von Herrn E. Netto in Giessen.) 


Rs giebt in der Algebra eine ganze heihe elementarer Probleme, die 
noch der Lösung harren. Die Anwendung der Modulsysteme auf die ver- 
schiedensten Fragen hat nicht nur eine Fülle solcher Aufgaben ans Licht 
gezogen, sondern auch die Mittel zu ihrer Behandlung geliefert. Die Arbeiten 
des Herrn L. Kronecker liefern reichhaltige Belege hierfür. 

Im Bande CVII dieses Journals hat Herr Kronecker die Beziehung 
der beiden reeiproken Systeme 


( 1 ) M,, u = U din cr Ö, 3 M _ sv, u; ae Ö (ad 1, 2, ...n) 


zu einander untersucht. Dabei bedeuten die #, v beliebige Variable; d, 
ist, wie gewöhnlich, gleich 1 oder 0, je nachdem g, kA einander gleich oder 
von einander verschieden sind. Dass beide Systeme (1.) einander äquivalent 
seien, leuchtet aus ihrem reeiproken Verhältnisse sofort ein; aber erst der 
begriff der Modulsysteme führt zu der präeisen Frage nach einer Darstellung 
der M,, als homogener, linearer Functionen der M,, mit ganzzahligen, dem 
(sebiete der #, ® angehörigen Coefficienten. Herr Kronecker ist dabei (a. 
a.0. 8.260) zu einer Formel (R'.) gelangt, in welcher die Darstellung 
derart gegeben ist, dass die Dimension der Üoeffieienten bis zur Zahl 2n 
aufsteigt. Herr Kronecker fügt hinzu: „diese Relation scheint aber noch 
einer Vereinfachung fähig zu sein; wenigstens habe ich für den Fall» = 2 
Relationen gefunden, deren Dimension nur 4 ist; ... aber für beliebige Zahlen 


» muss die Ermittelung der Relation niedrigster Dimension 


(2.) M, ee SFUWM,, 
q,hı h 


FREE a 


weiterer Untersuchung vorbehalten bleiben“. 


Ich habe diese Frage zwar bisher in ihrer Allgemeinheit nicht zu 
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lösen vermocht; da ich aber zu einer Relation (2.) gelangt bin, deren Di- 
mension in den Ff nur bis (2r—2) steigt, so dass gegen die Kroneckersche 
Formel eine Erniedrigung um zwei Einheiten erreicht wird, so scheint mir 
das Resultat doch der Mittheilung werth zu sein. 

Wir setzen 


.|=U, |ul=V, 


oU oOV V (,k=1l,2,..n), 
TR u u 


componiren wir nun die beiden Systeme 


Us . . . Un 


U,_115 ... %ı_ın 


Uri ee U. 
k+1,1 krlın O1; a ©. 19 ® 


“ 
n.ıt1% Zn pr l 


Ay; rs re 


so ergiebt sich 


(3.) ZV,U, = |M,+0,, Be en. .). 
- a. ee Eee 
Hieraus folgt also nebenbei 
=’, U,.== 0, (modd. M,,) ae 
und ebenso 
=U, V.=0,  (modd.M,,) RUN WET ER BERRRS € 


Für die linke Seite der Gleichung (3.) erhält man sofort noch die 
Determinanten-Darstellungen 


On sr. Ori-ı Un Orsrı see Om TEPEEL "Wen fe VERBPE W 
9, ..u Di U. Vi oo @.n Un ... %.—ın fi Urrın ..e U, y 


so dass jede Seite von (4.) gleich der rechten Seite von (3.) oder auch 
:0,, (modd. M,,) gesetzt werden kann. — 
Berechnet man nun ®, aus den beiden Gleichungssystemen 


vu, = M,+0,,, Zu, — M,. +Jd,, (9, 4 6 kl, ... m) 
q 9 ’ 
und setzt die Resultate einander gleich, so zeigt sich, dass 


Ss U,, (M,, Tr Ö x) zu. - U, (M,, + 0.) 
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und folglich auch 


(5.) ZU,M,. >= ZU,M,, (Huk=l,2%...n) 
9 Ei; Ai 
ist. Auf ähnliche Weise erhält man 
(6.) P3 Vi M,, u = V;, M BE ErE 2... Mi), 
9 4 
Zu diesen beiden Systemen (5.), (6.) können wir die beiden 
(7.) <v,, M Bm N ig) 
2 r f (9, EN nee Tr. 
(8.) Zu,M;, = Zu,M,; 
7 > \ 4 i 


hinzunehmen, deren Richtigkeit ohne Weiteres ersichtlich wird, wenn man 
statt der M, M ihre Ausdrücke in den u, v einträgt. 

In (7.) und (5.) lassen wir jetzt © unbestimmt und setzen in (7.) für 
k die Werthe 1, 2,... »—1, in (5.) für 4 den Werth ». Aus den so er- 
haltenen » Gleichungen berechnen wir die M,. Dann folgt unter Berück- 
sichtigung von (3.) und (4.) 


nn 
© Ze ’ 
/ } v q nF u) / 
(9.) M,;| M „+ A | “u 2 Ü;r " m , U,, M,, +2 U, V nk M,, 
Ir ,8 J sn Ss 
a, eur... wer tr, ee ER a 


Die Summation nach s erstreckt sich in der ersten Summe der rechten 
Seite eigentlich nur über s=1,.... k—1, k+1, ... n; sie kann aber offen- 
bar auch über s= 4 erstreckt werden. Die Determinante auf der linken 
Seite ist eongruent 1 (modd. M,,). Die Dimensionen der Coefficienten wie 
der Determinante betragen in den «, v gerade 2»—2. Es ist also durch (9.) 
die versprochene Formel geliefert. 

Im Anschlusse an den zweiten "Theil der rechten Seite von (9.) sei 
bemerkt, dass man hat 


< U;, (M,, + Ö Vx = U V. Oi (hu, u.n), 
I, 2 r 





ee 


















Theorie der elliptisch-hyperelliptischen Functionen 


von vier Argumenten. 
(Von Herrn F. Schottky in Zürich.) 


Erster Abschnitt. 
sl. 

Wenn man die Gleichungen betrachtet, die zwischen einem System 
von 4° 'T'hetafunetionen bestehen, so kann man sich die Aufgabe stellen. 
algebraische Funetionen von einer oder mehreren Veränderlichen zu finden, 
die, für die einzelnen 'T’heta eingesetzt, sämmtliche Gleichungen befriedigen. 
Dies nenne ich eine partieuläre Lösung der 'Thetarelationen. Ist eine solche 
segeben, so darf man stets, wenigstens für beschränkte Werthe der Argu- 
mente, die einzelnen T'heta den algebraischen Ausdrücken proportional 
setzen. Die Argumente selbst werden dann Integrale, und es erfolgt schliess- 
lich. durch Anwendung des Additionstheorems, der Uebergang von der 
partieulären Lösung zur allgemeinen. Diese Auffassung, sowie den Plan, 
namentlich die Abelschen Funetionen von vier Variablen auf Grund der 
T'hetarelationen zu behandeln, verdanke ieh Mittheilungen, die mir über 
das Problem Herr Weierstrass im Jahre 1575 gemacht hat. 

So entspringt die Darstellung, welche gewöhnlich den Abelschen 
Funetionen zweier Variablen gegeben wird, aus derjenigen Partieular-Lö- 
sung, in der eins der 16 'T’'heta, gleichviel welches, den Werth 0 hat. Ich 
berühre diesen Fall mit einigen Worten. Es sei O(u,«) eine Funetion 
des Systems. Dann können die Quadrate der 15 übrigen linear-homogen 
durch © und die drei Producte von ©’ mit den zweiten Ableitungen von 
|og© ausgedrückt werden. Setzt man nun O=0, so geht 


‚ 0°’loe © i 0@Q N’ 
05 n = 2 IN ( / 4 
(Ou) ou 
7 o°loge w . 0 0@ 
ei —_— n — — <=, 
oudu' ou Qu 
) 0°’looe © . / 0%) u 
F — nn —Ii—— ) 
(Ou')’ \ ou 
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über. Unter der Annahme 9 = 0 wird also jede andere T'hetafunction 
gleich der Quadratwurzel aus einer homogenen Function zweiten Grades 


0Q oo “= a Ta - i 
von —;— und Zu Führt man jetzt als Hülfsgrösse ein: 
| ® « 
00 
ee r 
BP. © 
ou’ 
oder, was wegen der Gleichung dO = 0 dasselbe ist: 
du’ e 
m. 


so werden die 15 von O0 verschiedenen Theta proportional den Quadrat- 
wurzeln aus 15 ganzen Funetionen zweiten Grades von x: 


—— 8 


0, = VG, -— 


ou’ 

Es ist leicht, diese Ausdrücke @,(z) genauer zu charakterisiren. 
Da es sechs ungerade 'T'heta giebt, so existiren sechs halbe Perioden, denen 
wir die Indices 1, 2, ... 6 geben, von solcher Beschaffenheit, dass durch 
jede unser ausgewähltes © in ein ungerades T'heta verwandelt wird. Diese 
ungeraden Theta, ©,, ©, ... %, bilden eine azygetische Reihe; das heisst: 
wenn man irgend drei der Grössen herausgreift, ©,, 9;, ©,, und die er- 
gänzende Function ©,;, aufsucht, die den Quotienten 

9,9; 

9,05; 
zu einer Abeischen Funetion macht, so ist diese Abelsche Function ungerade, 
und somit ©,;, ein gerades Theta. 

Wir bilden nun die 15 zweigliedrigen Combinationen 12, 13, ... 56, 
die sich aus den sechs halben Perioden zusammensetzen lassen, und be- 
trachten die Funetionen ©,;, die aus © hervorgehen, indem man den Argu- 
menten diese halben Perioden .«/ hinzufügt. Dann hat ©,; die Eigen- 
schaft, dass es durch die beiden halben Perioden «e, 9, ebenso wie ©, in 
ungerade Functionen des Systems übergeführt wird. Vermehrt man aber die 
Argumente um eine der vier übrigen halben Perioden der Reihe 1, 2, ... 6, 
so geht zwar © in ein ungerades, ©,, aber in ein gerades T'heta über. 

Da die sechs halben Perioden zu den Werthsystemen , «' gehören, 


die der Bedingung 9 = 0 genügen, so muss einer jeden ein besonderer 
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Werth e, der Hülfsgrösse x entsprechen; da ferner ©,, für die beiden 
Perioden Ü, P gleichzeitig mit 9 verschwindet, so ist die entsprechende 
Funetion @,;(@) gleich O für z=e, und z=e, Die fünfzehn ganzen 
Funetionen @,(xz) sind daher bis auf eonstante Factoren mit den Produeten 
(z—e,) (2—e;) identisch. 

Die Quadrate der 'IT’hetaquotienten — und somit überhaupt alle ge- 
raden Abelschen Funetionen — werden hierdurch rationale Funetionen von «. 
Bildet man irgend eine ungerade Abelsche Funetion y, so ist ihr Quadrat 
natürlich ebenfalls rational in x: 


y = Re), 
und es kann jetzt jede Abelsche Function der betrachteten Klasse in der 
Form dargestellt werden: 


2 
LAT AR ER 
ERSTER NE 


P(x)+0(z)VR(«), 
wo P und Q rational sind. Für y darf z.B. folgende Funetion gewählt 
werden: 


” 9:2 34 ! C y (z—e,)(2—e,)(2—e,) 
I; I % 


(2=e,)@-8,)(@=e,)' 


Es sei z irgend eine gerade Abelsche Function von «, «. Dann 
0% 02 a Su 
sind 5» 7, ungerade. Beschränkt man in dem Differential 
® © 


OR 03 ' 
da = —— du+ —— du 
OU OU 


die Argumente durch die Gleiehung © = 0, so wird dw = du, ferner dz 


“ 


das Differential einer rationalen Funetion von x, endlich werden —. — 


Cu Cu 


Produete rationaler Funetionen mit der irrationalen y. Daher wird: 


Ar)dx 


z)(x)dx 
du = .„ du = — 
Yy 


y 5 


wo auch A(z) eine rationale Function bedeutet. 


$ 2. 

Welche speciellen Annahmen zu machen sind, damit für e=3 die 
ıngeraden 'T'heta den 28 Wurzelfunetionen einer Curve vierter Ordnung 
proportional werden, dies ist bekannt. Aber es ist von Interesse, noch eine 


zweite, ganz andere partieuläre Lösung ins Auge zu fassen, vermüge deren 








190 F. Schottky, Theorie der elliptisch-hyperelliptischen Functionen. 


die Abelschen Funetionen dreier Variabeln sich einreihen in die Klasse, die 
ich elliptisch-hyperelliptisch nenne. Statt, wie für o=2, ein T'heta gleich 


0 zu setzen, nehmen wir zwei Functionen ©,, ©, gleich O0 an. Dann 


0 
werden die geraden Abelschen Funetionen zwar nicht rational durch eine 
Hülfsgrösse x ausdrückbar sein, aber die zwischen ihnen bestehenden Glei- 
chungen sind vom Range eins. Es ist ganz gleichgültig, welche beiden 
Funetionen ©,, ©, aus dem System der 64 man auswählt. Denn erst drei 
Theta bilden eine Gruppe, der eine bestimmte, von der Wahl der Funda- 
mentalperioden und von der Vermehrung der Argumente um halbe Perioden 
unabhängige Eigenschaft zukommt: ihr azygetisches oder syzygetisches Ver- 
halten. In einer früheren Arbeit (dieses Journal Bd. 105, S. 269) hatte ich 
das System der 64 'T'heta behandelt, unter der Voraussetzung, dass eine 
Funetion, die ohne Index blieb, gleich 0 gesetzt würde. Die übrigen 
wurden bezeiehnet durch die Indices 1, 2, ... 7 und ihre Combinationen 
bis zur dritten Ordnung. Und zwar liessen sich die 63 Quadrate 

m; M 
proportional setzen speciellen homogenen Funetionen vierten Grades 

A RR 
von vier durch eine Gleichung sechsten Grades verbundenen Veränderliehen 


a» 


7 u \ 
Alle diese Z verschwinden in sieben festen Punkten (1), (2). ... (7 
von der zweiten Ordnung, L, im Punkte («) sogar von der dritten, während 


die übrigen dadurch ceharakterisirt sind. dass ein Zerfallen eintritt: 


L.; Bun G,5G3.; 

I. = FB 
G,;=0 ist die Gleichung eines Kegels mit der Spitze in (e), der auch 
dureh die übrigen Punkte, mit Ausnahme von (/), hindurchgeht. F,;, = 0 


ist die durch («), (P), (y) gelegte Ebene, H,;, = 0 die Fläche dritten 
(Grades, die gleichfalls durch («), (?), (y) hindurchgeht, aber die vier 
übrigen Grundpunkte zu Doppelpunkten hat. Der Durchschnitt der Flächen 


G,;=0, @,,=0V liegt auf der Fläche sechsten Grades, in der sich der 


Punkt (z, y, 3, a) bewegen muss, damit die Gleichungen 


() —- ’L. pP 


nm 


gelten. Dasselbe gilt von der Linie F,,.=0, H,;,=0. In beiden Fällen 
sind die Schnitteurven elliptische. 
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Nehmen wir nun zur Gleichung 9 = 0 etwa noch die folgende: 
23 = 0 


hinzu, so wird der Punkt (x, y, z, «) beschränkt auf die ebene Curve dritten 
(srades: 
F.; Zn. v, H =, 

Wir können deshalb die vier Coordinaten x, y, 3, « proportional oder aueh 
gleich setzen vier elliptischen 'T'hetafunetionen dritten Grades einer Ver- 
änderliehen ®. Dadurch werden die Grössen L, elliptische 'Theta vom 
zwölften Grade. Diese haben aber einen Factor sechsten Grades gemein- 
sam. Denn von den sieben Grundpunkten liegen (1), (2) und (3) auf der 
betrachteten Curve, und in diesen verschwindet jedes Z, von der zweiten 
Ordnung. Nach Absonderung dieses Factors bleiben nur Funetionen sechs- 


ten Grades übrig, die ich A,(w) nenne: 


®. ae } A m (w) P. 


hi 


)amit ist bewiesen: 

Wenn man in dem System der 64 T'heta irgend zwei. ©, und ©, 
gleich O0 setzt, so werden die Quadrate der übrigen proportional 62 gleich- 
ändrigen elliptischen T'hetafunetionen sechsten Grades einer Veränderlichen w. 

Die Gresammtheit aller geraden Abelschen Functionen geht dadurch 
in elliptische Funetionen der Hülfsgrösse «=, mit bestimmten Perioden, über, 
Unter einer elliptischen Function schlechtweg verstehe ich weiterhin nur 
eine solche, die dieser Klasse angehört. 

Um das System der 62 Wurzelfunctionen YA,(w) zu bestimmen, 
dient folgende Betrachtung. 


es 
25 halbe Perioden, ich will sie die Nullperioden von ©, nennen, durch die 
9, in ungerade Functionen übergeführt wird. 


Greift man aus den 64 T'heta irgend eins, ©,, heraus, so giebt 


Sind zwei Theta, ©, und ©,, gegeben, so haben diese 12 Null- 


perioden gemeinsam, die man in sechs Paare, (K, abK), ordnen kann. 
Denn lässt man K variiren, so ergeben sich im Ganzen sechs verschiedene 
Producte 0,x0,x, in denen beide Factoren ungerade sind, und demnach 
sechs Paare halber Perioden, K, abK; L, abL;: M, abM ete.. die sowohl © 
als ©, in ungerade Functionen verwandeln. Dieses System von sechs Pro- 
(ueten ungerader Theta: 


O9, Ar 
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. . 


hat eine weitere Eigenschaft, auf die wir noch zurückkommen. Es ist eine 
azygetische Reihe; das heisst: wenn wir drei T’heta aus drei verschiedenen 
Gliedern nehmen, z. B. 9,%, 9,,; 9,,, und dann die ergänzende Function 
9 ,xr„ binzunehmen, für welehe der Quotient 
O.x Car 
On Ourın 
eine Abelsche Function darstellt, so ist diese Abelsche Function eine unge- 
rade. Hieraus folgt, dass 9, ,;,,„ ein gerades T'heta sein muss, und ebenso 9, z;,- 
Nun nehmen wir an, dass drei Funetionen ©,, ©,, ©, gegeben sind. 
Dann sind zwei Fälle zu unterscheiden, je nachdem ©,, ©,, 9, syzygetisch 
oder azygetisch sind. 
Im ersteren Falle ist das Produet 


9,9,9.9 


abc 3 
und allgemeiner, für eine beliebige Periode K: 
xxx ser 


eine gerade Function. Wenn also @,,, O,x, 9.; ungerade sind, so ist der 
vierte Factor ebenfalls ungerade. Nun sind dies aber 'I'hetaproducte 
zweiter Stufe mit der Basis (0, ab, ac, be), und unter den acht verschie- 
denen Producten mit dieser Basis ist nur eins, das lauter ungerade Fac- 
toren enthält. Daraus schliessen wir, dass in diesem Fall vier gemeinsame 
Nullperioden von ©,, ©,, ©, existiren, die eine Gruppe: 
(K, Kab, Kac, Kbe) 
bilden. 
Sind dagegen ©,, ©,, ©, azygetisch, so ist 
O,x 9x 9: Iaser 


stets eine ungerade Function. Wenn also 9,x, ©,; ungerade sind, so ist 
von den beiden folgenden Factoren, ©,, und ©,,.x, nothwendig der eine 
gerade, der andre ungerade. Bei jedem Paar K, abK gemeinsamer Null- 
perioden von ©,, ©, ist deshalb die eine auch Nullperiode von ©,, die 


andere nicht. Demnach erhalten wir hier genau sechs halbe Perioden: 
K,L MM, N etc, 

die gleichzeitig ©,, ©,, ©. in ungerade Functionen überführen. Wir können 

hinzufügen, dass die Reihen: 
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J, Ko» I, b) In ’ 
G, Ky 0, L» 9, M» 
oO I 


cK 93 cL93 
azygetische sind, und dass deshalb den componirten Indices aKLM, aKLN, 
bKLM etc. gerade 'T’'heta entsprechen. 

0, und ©, sind die beiden Functionen, die gleich 0 gesetzt werden 
sollen. Aus den übrigen, und zwar aus der Gruppe derer, die zu ©, und 
9, azygetisch sind, wählen wir irgend eine Function aus, die wir als ©, 
bezeichnen. ©,, ©, und ©, haben dann sechs Nullperioden 


denen wir die Indices 1, 2, .... 6 beilegen. Wir fassen nun: 


8..:0, 0, mä © 


0» 0 A100 


gemeinsam, 


als Grundfunetionen auf und lassen hieraus die 60 übrigen entspringen. 
indem wir zu den Argumenten die 15 zweigliedrigen Combinationen der 
halben Perioden 1, 2, ... 6 hinzufügen. Demnach sind diese abgeleiteten 
Theta als: 

A 2) (26=12, 13, ... #6) 


0? 0,5309 ans 100 
zu bezeichnen. Es ist jetzt leicht, für jede einzelne die vier oder sechs 
Nullperioden anzugeben, die sie mit ©, und ©, gemeinsam hat. Sie können 
nur in der Reihe: 


riet, 


enthalten sein. Zu ©, gehört die Reihe 1, 2, ... 6: daher sind: 


Ce UHR 
RE er 5 
I, B) G;, ’ Si so 


ungerade. Weil ferner diese Reihen azygetisch sind, so sind: 
O 2375 On; 
O 2303 
O 1230; 


.. 


gerade. Endlich, da ©,, ©,, ©, azygetisch sind, so haben die Produete: 
O,n G,, I. On 
O 237 Or, 9230 92a. 


00% 
zI0 
- 


J 


ungeraden Charakter, und deshalb ist ©,,,, gerade, O,,,, dagegen unge- 
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rade. Ungerade sind also: 
ee RE ME BEE 
gerade hingegen: 
Bi DR 
wenn wir unter « irgend einen der Indices 1, 2, ... 6, unter @5y irgend | 
eine Combination von drei verschiedenen dieser Zahlen verstehen. j 
So ergiebt sich, dass | 
9, die Nullperioden 1, 2, 3, ...6, . 
Br 2 Ino, 2ne, ... 6ne, 
20 „ „ 1, 2, InR, 4ng, RR Öng, N 
Fan 9 m Ing, 2ne, 3, 4, 5, 6, | 
0: und 0, R: 1, 2, Inne, 2no | 


mit ©, und ©, gemeinsam hat. Die 30 Grössen O,4., O,;, bilden deshalb 


die Gruppe derer, die zu ©,, ©, syzygetisch sind. 
Nehmen wir z. B. die dritte Reihe; so geht durch diese 
O0 1m so; os 37200 5 O 21200; MR, O 26200 
über, Funetionen, die sämmtlich ungerade sind. 

Setzt man eine der 12 halben Perioden für die Argumente ein, so 
wird 9,=0, ©,=0. Deshalb muss jeder ein besonderer Congruenzwerth 
der Hülfsgrösse ®» entsprechen. Wir bezeichnen diese Werthe 

Ad, Ay ve. A, Arno ++. Uno 
durch dieselben Indices, wie die zugehörigen halben Perioden. Dann wird: 
A,(we)=0 für woa, a +... 
Ang) fü Wein + + + Angs 
Ay,(w)=0V0 für w=a, a, Ay + Amps 
Anno (w)=0 für w 


Aue) und A,.,ew)=0 für w=a, GG, Guns Gin 


I 


Ana b) di; To >) d;, on Eu (ds, 


Für die Grössen A,(w) der azygetischen Gruppe sind hierdurch die 
Nullpunkte vollständig gegeben, für die der andern Gruppe dagegen nicht. 
Nun muss aber der Quotient je zweier A,(w) eine elliptische Func- 


tion von w sein, und deshalb die Summe der sechs Nullwerthe für jedes 


A,(w) denselben, von dem Index m unabhängigen Congruenzwerth haben, 
Vergleicht man in dieser Hinsicht die Nullpunkte von A,, und Ay, 80 
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ergiebt sich, da die Punkte a,,,, Ayngs Osnps Bono beiden gemeinsam sind: 


Ayo t Oıno a,—+-4.. 
Ebenso ist: 

Gınot ro a,+-4;. 

Arno tn, ZE Art 5} 


folglieh: 
20,4 2a,. 
ut Pe  VEud 75 
Es haben demnach die sechs Differenzen a,,,—a, denselben Con- 
sruenzwerth, und dieser Werth ist eine halbe Periode, die » genannt werden 
möge. Üongruent 0 oder eine ganze Periode kann » nicht sein, da a,, 
nothwendig von a, verschieden ist. Statt a,,, dürfen wir jetzt «,+w setzen. 
Nun sei f(w) die ungerade elliptische T'hetafunction ersten Grades, 
und g(w) diejenige gerade, die aus f(w) entspringt, indem man ©» um o 
vermehrt. Dann ist 
A,w) = C,fw-a)f(w—a;)...f(w—a,), 
und die übrigen Grössen A,,o, Aus, Aus. der azygetischen Gruppe ent- 
springen hieraus, indem man bei einer geraden Anzahl von Factoren dieses 
Produets das Functionszeichen f durch g ersetzt: abgesehen davon. dass 
der eonstante Factor C, sich ebenfalls ändert. Für das System dieser 32 
Funetionen stellen wir demnach die Formen auf: 
A,(w) = C,fw-a)f(w—a,)...fw—a,). 
Az) 


A,:(W) = U,.f(w —a,)f(w — ;) gw—a,)gw—a,; 


/ f =. f \ Bi 4 a . 
Azsneo(W) . C, 3709 (@ 0,)9\ U >62 fu (5 .... 


\ 


C.9w—a,)g(w—a,)...g(w—a,). 


wo %, 4, ... die vier von «, verschiedenen Indices der Reihe 1 bis 6 
bedeuten. 
Wir können jetzt auch eine ungerade Abelsche Function durch ®w 

ausdrücken. Eine solche ist 

An Oı20 9130 

0 DE © 
denn sie geht aus der offenbar ungeraden: 
Or 9; 
230 Oro 
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hervor, indem man die Argumente um eine halbe Periode vermehrt. Hier 
ergiebt sich: 


„= anal Ans _ Const, y e—a)oe=a).-0e—a. 


VArsoV As 9(w—a,)f(w—a,)...fw—a,) 
oder, wenn wir: 
f(w) 
= e(w 
9(W) (0) 
setzen: 
Te 


2 = er rer ee 
Nun wird jede beliebige Abelsche Function in der Form A(w)+u(w)y dar- 
stellbar sein, wo A und « elliptische Functionen bedeuten. Da aber: 


O 100 y 7 DH ne = $ _ KConst. Sr, . 
9, As Ve(w ne a,)e(w— -q, Mi, i e(w ie @,) 
ist, so folgt: 
- x Yy 
“ D, — ÜGonst. e(w a) i 


Dieser Quotient ist also das Product von y mit einer eindeutigen Function 
von %, 
Die letzte Bemerkung dient dazu, um jetzt auch die Nullpunkte der 
30 noch übrigen Funetionen A,;, und A,;, vollständig zu bestimmen. Der 
(Juotient: 
A,sn(W) 
Aus (W) 
ist eine elliptische Funetion zweiten Grades, da Zähler und Nenner vier 
Nullpunkte gemeinsam haben. Diese ist aber das Quadrat einer eindeutigen 
Funetion. Denn 


— P,,(w) 


Ousn ö Ongo 
Ou80 9, 

ist eine Abelsche Function, und zwar eine ungerade, da sie aus 
9, nn 0) I7100 


3 


9. 0 

durch Vermehrung der Argumente um eine halbe Periode entspringt. Sie 
ist deshalb darstellbar als Produet von y mit einer elliptischen Function 
von w. Weil aber andererseits 


I; / 10) Y 
apgnı .. Bi 700 m \ 
Gas YP,;(w), 6, Const. Tee 





Ü 
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F. Schotiky, Theorie der elliptisch-hyperelliptischen Functionen. 


ist, SO muss 

YP.;(w) 

e(w—a,) 
eine elliptische Function von w sein. YD,,(w) selbst ist hiernach eine ein- 
deutige Function, von dem Charakter des 'T'hetaquotienten e(w), die nur an 
einer Stelle 0, und nur an einer © wird. Nennen wir a,;,„ ihren Nullpunkt, 
und den Unendlichkeitspunkt a,,,, so ist 


G,50 — GO ,an + w. 


Die Nullpunkte von A,;.(w) sind jetzt: 
4,5 r0 GG, GtW Gysıs 


und zwar ist der letzte Punkt ein doppelter. Vergleicht man die Nullpunkte 
von A,;., und A,, so ergiebt sich: 


2(0,+0,4+0,,.)E+%+%+ +4, 
Es lässt sich aber zeigen, dass auch der Congruenzwerth des Ausdrucks 
a,+a;+a,;., von den beiden Indices «, 3 unabhängig ist. Denn bildet man: 
Ou5n 9aso | 
Ourn Cayo 
so ist dies offenbar eine gerade Abelsche Function. Daher muss 
YAusn(w)y Aaso(W) 
VAayn(w)YV Auyo (W) 
eine elliptische Function von w sein. Wenn man die Nullpunkte abzieht, 
die Zähler und Nenner gemeinsam haben, so sieht man, dass diese Funetion 
vom zweiten Grade ist, und dass sie verschwindet für a;, a,;.. dagegen 
x wird für a,, @,,„. Hieraus folgt: 


d;+4,;n +0, 
und damit ist die Behauptung erwiesen. 

Da man zu allen sechs Parametern a, eine und dieselbe Constante 
addiren kann, wenn man gleichzeitig » um diesen Werth vermehrt, so 
dürfen wir: 

a,t4; +4, = (0) (a, #=1,2,...6) 
setzen. Dann ist »=—a,—a, der Werth, für den A,;.(w) von der zweiten 
Ordnung verschwindet, und —a,—a;+w der entsprechende Nullpunkt von 
A,,,(w); ferner ist die Summe der sechs Parameter a, eongruent oder gleich 
0). Demnach dürfen wir für die 30 Funetionen der syzygetischen Gruppe 
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die Formen feststellen: 
A,n(w) = O,;.h(w—a,)h(w—a;,)f (w+a,+a;,), 
A,.,(w) = C,,h(w—a,)h(w—a;)g (w+a,+a4;), 


wo wir für das Produet f(w)g(w) das Functionszeichen k(w) eingeführt haben, 
Man könnte noch fordern, dass die constanten Factoren C,, € 


71003 
O,sas Orss Casos Casroo, gowie die Nullwerthe der geraden Theta e,,,,, 
Cs Cars Eos; als Funetionen der Parameter a, dargestellt werden. 


Hierfür existirt eine sehr einfache Methode, die ich indess nur andeuten 
will. Es wird der Werth 


2 


+ Caneo 
— Chneo 
oewonnen, indem man in 
Oa5n00 
On00 
fiir die Argumente die halbe Periode 5 einsetzt. Daher ist: 
Canoo A,3n00(4;) 
ee rn 
Canoo Areo(A;) 
und wenn wir hier für A,,. und A,s... die gegebenen Ausdrücke einführen, 
so ergiebt sich: 
+ e 100 3.17 Uz#n00 74 
+ = e(a;—a,)e(a;,—a,)e(a,—a,)e(a;—a,). 


c? ÜC 
| 100 “700 


Dies lässt sich so schreiben: 


Ca.100 C „3700 e3 
2= Sue ’ 
CHrroo Cnoo e(a;—a, 
wenn wir unter e,; das Product 
e,;, = ela;—a,)e(a;—a,)...e(a;—4,), 


erstreckt über die fünf von verschiedenen Zahlen o, #, 4, u, v der Reihe 
1, 2,... 6, verstehen. Hieraus folgt aber, da man in der letzten Formel 
o mit 9 vertauschen kann: 


c' = + 


ATTOO 
79 


I 
Ede Erg + e, e; (e(a,—a,))', 


wo höchstens die Vorzeichen noch von den Indices abhängen, Ak und / aber 
davon unabhängig sind. Aehnliche Ausdrücke lassen sich für die übrigen 





V 
d 


u 


ei 


b; 
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der vorkommenden Constanten angeben. Es tritt also auch in dieser Be- 
ziehung eine fast genaue Analogie mit den hyperelliptischen Functionen 
zu Tage. 











Nach diesen Vorbemerkungen, die sich auf die Fälle o=2, oe=3 
beziehen, gehen wir zu den T'hetafunetionen von vier Variabeln über. Das 
allgemeine Problem dieser Functionen ist ein sehr schwieriges. Die nach- 
folgende Untersuchung beschränkt sich aber auf den Fall, wo zwei T'heta 
in dem System der 256 existiren, deren Entwickelung mit der zweiten Di- 
mension anfängt, und sie setzt nur die quadratischen Thetarelationen als 
bekannt voraus, die fast unmittelbar aus den Fundamentalsätzen folgen. 

Wenn man die 128 Thetaproduete erster Stufe bildet, die zu einer 
bestimmten halben Periode K gehören: P,=9,9,,. so sind hiervon 16 
linear-unabhängig. Aber sie zerfallen in gerade und ungerade Produete. 
Betrachtet man nur die geraden, so sind schon je neun durch eine lineare 
(Gleichung verbunden. Es giebt nun unter diesen Gleichungen: 

A®,9,x+B9,9,x+; = 0 
auch solche, die nur aus sechs Gliedern bestehen. Allerdings müssen dann 
die sechs Producte in besonderer Weise ausgewählt sein. 

Erstens müssen alle zwölf auftretenden Theta entweder selbst gerade 
sein, oder doch aus geraden entspringen durch Vermehrung der Argumente 
um eine und dieselbe halbe Periode Z. Diejenigen Thhetarelationen, die nur 
serade Theta enthalten, nennen wir ursprüngliche, die übrigen abgeleitete. 

Ferner muss die Reihe der sechs Producte eine azygetische sein. 
Wenn also 9,9, 9x; 9.9.5 drei Glieder der Reihe sind, so müssen 
die Abelschen Functionen: 

9,9, OK K 

9.0’ On Oaser 
ungerade sein. In den ursprünglichen Relationen, wo ©,, ©, ete. gerade 
I'heta bedeuten, ist deshalb ©,., ©,.x ungerade. 

Diese Bedingungen sind hinreichend, und man kann den Satz aus- 
sprechen: Jede Reihe von sechs azygetischen Producten gerader Theta ist durch 
eine lineare Gleichung mit constanten Coefficienten verbunden. 

Dies ist im Wesentlichen der einzige Satz, auf dem die Untersuchung 
basirt. Nimmt man ihn an, so hat man sofort die T’hetaformeln, die Herr 
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Noether am Schluss seiner Arbeit: „Zur T’heorie der Abelschen Funetionen 
von vier Variabeln“, Math. Ann. Bd. 14, entwickelt hat. Die erste Kennt- 
niss dieser Formeln erhielt ich, schon vor der Noetherschen Arbeit, durch 
Herrn Weierstrass. 
Es sei: 

9,9 Wr ::: 9% 
die azygetische Reihe; ©,, ©,, ete. seien gerade, 9,., 9.., ete. dagegen 
ungerade. Durch Vermehrung der Argumente um eine willkürliche halbe 
Periode Z, entspringt die abgeleitete Reihe 

© 15 O,xı> 0. O,:; O,xL5 
und zwischen deren Gliedern bestehe die Gleichung: 

(1.) A9,,9.x1+ "+ E0.,9. Re FO ,,9;xı: 

Es ist dann leicht, die Coeffieienten zu bestimmen. Durch die halbe Periode 
M geht der Quotient: 


GO .x 9.1 


Oaxn ann 
G, G, K 1. 


) Q,: 


über, wo (M, K, L) ein von den drei Perioden abhängiges Vorzeichen be- 


in (M, K,L 


aM 9, KLM 


deutet, das den Bedingungen genügt: 
(K, L, M)=(M, K, L)=(K, M, L) etc., 
(K, L, MN)=(K, L, M)(K, L, N), 
(K, L, KL) = +1 für syzygetische, 
—=—] für azygetische Perioden K, L. 
Hiernach lässt sich die Gleichung (1.), durch Hinzufügung der halben 
Periode afL zu den Argumenten, überführen in: 
(afL, af, afK) AQ,9,x+(afL, bf, bfK)BO Out" = F9,9.x- 


Setzen wir jetzt die Argumente gleich 0, und bezeichnen, wie gewöhnlich. 
den Werth, auf den sich dadurch ein gerades ®,, redueirt, mit c,, so folgt: 


(af, afK, afL) Ac,c,,; = Fe,c.- 


Man darf also setzen: 


F >22 @;@;K5 
A=(af, afK, afl)e,c,.;, B=(bf, bfK, bfL)c,c,;, ete., 
und erhält so die vollständig entwickelte Gleichung: 


2.) (af, afK, afL)e,c.«9.,9.x:+ + (ef, efK, efL)e,c,;9.,9.xı = 60x91 9xı: 





eo, 


Mi AM — hi 
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Die drei Perioden, von denen das Vorzeichen des hingesehriebenen Gliedes 
auf der linken Seite abhängt, entspringen, indem man den ersten Index f 
des Produets e,c,x0,,9,x, mit den drei ersten von e,c,,0,,9,;, eombinirt. 

Man kann die halbe Periode Z so wählen, dass zwei Glieder dieser 
Gleichung, z. B.: 

OO arıs Ir Oerı 
Produete ungerader T'heta werden, die übrigen dagegen nur gerade T’heta 
enthalten. Setzt man dann die Argumente gleich 0, so folgt die vierglie- 
drige Constanten-Relation: 
(af, afK, aflL) c,c.xC.rCaxıt""" — C,C;KC;rCrKr: 
Diese Formel lässt sich auch für sich auffassen, ohne Rücksicht auf die 
Thetarelation, aus der sie entstanden ist, und sie repräsentirt dann vielleicht 
eins der interessantesten Gleichungssysteme, die existiren. Die Perioden: 
0, K, L, KL bilden eine syzygetische Gruppe Für eine solche giebt es 
immer 10 Constanten zweiter Stufe: q,= C,„C,xC„ıC,x,, und aus diesem 
System von 10 Constanten lassen sich auf 15 Arten je vier: 9, 9, 44» u; 
auswählen, die eine azygetische Reihe bilden (sodass klm, klin, kmn, Imn 
Indices ungerader Theta sind). Jede solche azygetische Reihe von vier 
Constanten zweiter Stufe ist durch eine lineare Relation verbunden, deren 
Coefficienten +1 sind: 
(3.) (kn)gi+(In)g.+(mn)q. = 4. 

Hier ist zur Abkürzung (m) für das Symbol (m, mK, mL) gesetzt. Auf 
dieser allgemeinen Formel beruht die algebraische Untersuchung, die in 
diesem ersten Abschnitt durchgeführt wird. 

Die entwickelten Formeln (2.), (3.) und die Eigenschaften des Vor- 
zeichens (K, L, M) gelten, wenn man die einzelnen T'heta durch die Reihen: 
O(u, u, ...; 40, 10) 
definirt und hierbei unter jedem d den Werth 0 oder —1, unter jedem & 
0 oder +1 versteht. (K, L, M) ist dann eine Potenz von —1. deren Ex- 

ponent durch die Summe gegeben wird: 


LM K MKL 


en 
=( €, Ö, Ö, + €, 0) a. Ö, + € Ö, Ö,)- 


Wenn wir aber mehr hücksicht nehmen auf das algebraische Pro- 
blem, als auf die Reihendarstellung der Functionen, so können wir, mit 
einer ‚leichten Abänderung in der Definition der T'heta, das Vorzeichen 
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K, L, M) auch anders definiren*). Wesentlich ist nur, dass die Eigen- 
schaften des Zeichens bestehen bleiben. Wir denken uns eine Fundamen- 
talreihe von 2 — also in unserm Falle von 8 — halben Perioden: 
ic AN 
segeben, die zu je zweien azygetisch sind. Wir führen dann willkürlich 
fixirte alternirende Vorzeichen ein: 
(«| P) (a, 8=1,2,...8; ap), 
sodass stets: 
(«BB = —1 
ist. Ferner sei («|«) definirt durch die Bedingung: 
(4.) Ala)Q2le)...(ale)...(8le) = 1 (a=1,2,...9) 


und wir erweitern jetzt die Definition von («|ß), indem wir, wenn K, I 
beliebige Combinationen der Zahlen 1 bis 8 bedeuten, unter (KL) das 
Doppelproduet 


(5, (K 


verstehen, erstreckt über alle Elemente < von K und 4 von L. Das Zeichen 


y 





ig 


K, L bedeute den gemeinsamen Theiler von K und Z, d.h. die Combina- 
tion derjenigen Elemente, die K und L gemeinsam sind. Dann dürfen wir 
das Symbol (K, L, M) so definiren: 
— ZEN — 
(6.) (K, 1, M) = (K|L, M).(L|M, K).(M|K, L). 

Der Ausdruck ist hiernach als Product alternirender Vorzeichen aufzufassen. 

Wir fügen noch einen Zusatz hinzu, der die Zerlegung erleichtert. 
Für die Combination aller acht primitiven Indices möge ein besonderes 
Zeichen zn gewählt werden: 


123.8 = n. 


Die Gleichung (4.) lässt sich dann einfacher so darstellen: 


(ale) =1, 
und hieraus folgt sofort, dass auch für eine beliebige Combination K: 
(alK) = 1 


ist. Nehmen wir nun in dem Symbol (K, L, M) die eine der drei Perioden, 


FE 
etwa M, gleich rn an, so wird, der letzten Formel zufolge, (M|K, L) gleich 


*) Vgl. Zur Definition des Systems der 42 Thetafunctionen. Dieses Journal Bd. 107. 
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® . » . 
+1, während Z/, Min L, M, K in K übergeht. Denn offenbar ist L selbst 
der gemeinsame Theiler von Z und rn. Daher ist: 


(K, L, a) = (K|L/LIK); 





also: 
(K, L, nA) = +1 oder —1, 
je nachdem die Perioden K, L syzygetisch oder azygetisch sind. 

Eine Folge hiervon ist, dass (K, L, Mn) den gleichen Werth hat 
wie (K,L, M) oder den entgegengesetzten, je nachdem der eine oder der 
andere Fall eintrifft, je nachdem also die Producte 9,0,,9,,9,x, gerade 
oder ungerade sind. 

Hiernach können wir, wenn M eine Combination von höherer als der 
vierten Ordnung ist, diese in dem Zeichen (K, L, M) ersetzen durch die com- 
plementäre Mr, die dann von niedrigerer Ordnung ist. Dasselbe gilt von 
K und L: es lässt sich also durch eine erste Reduetion bewirken, dass keine 
Combination vorkommt, die mehr als vier Elemente enthält. Dann werden 
gemeinsame Elemente nur in geringer Zahl vorhanden sein, was natürlich 
die weitere Zerlegung sehr vereinfacht. 

Wir legen der Rechnung, die eigentlich eine umfangreiche Elimi- 
nation ist, zu Grunde eine azygetische Reihe von 10 geraden Thhetafune- 
tionen. Eine derselben lassen wir ohne Index; acht anderen geben wir die 
Indices 1, 2, .... 8, und wir verstehen unter & gleichzeitig die halbe Pe- 
riode, durch die ©, aus © hervorgeht. Die zehnte Funetion ist dann: 


“It 


und es bilden die halben Perioden 1 bis 5 (denen auch noch ihre Summe 
rı hinzugefügt werden könnte) eine azygetische Reihe, so wie wir es bei 
der Fixirung des Zeichens (K, L, M) vorausgesetzt haben. 

Die Untersuchung der Relationen zwischen den Grössen e, soll hier 
nicht in dem allgemeinen Falle durchgeführt werden, sondern es soll nur der 
specielle Fall behandelt werden, wo vermöge der besonderen Beschaffenheit der 
Parameter die beiden Constanten ce und ce, verschwinden. 

Dies ist nicht der hyperelliptische Fall. Den letzteren würden wir 
erst dann erhalten, wenn wir als dritte Beschränkung noch die Gleichung 
J=0 hinzufügten, die nothwendig ist, wenn die Abelschen Functionen von 
vier Variabeln der Riemannschen Theorie angehören sollen. Die Gleichung 
J=0 kann als Beziehung zwischen je drei Constanten dritter Stufe ge- 

21* 
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schrieben werden: Yr,+Yr,+Vr;—=0; und wenn wir diese noch hinzunähmen. 
so würde allerdings folgen, dass gleichzeitig mit ce und ce, noch eine Reihe 
anderer Constanten c, verschwinden muss; was bekannt ist. 

Durch die Bedingungen e=0, c„=0 ist nur gesagt, dass irgend 
zwei gerade T'heta in dem System existiren sollen, die gleichzeitig mit den 
Argumenten verschwinden. Denn die Fundamentalreihe lässt sich immer 
so wählen, dass zwei vorgeschriebene gerade T'heta in ihr enthalten sind. 

Sämmtliche 256 Funetionen sind jetzt durch bestimmte Combinationen 
der Zahlen 1 bis 8 bezeichnet. Die Anzahl der Elemente einer Combi- 
nation nennen wir ihre Ordnung, oder auch die Ordnung der entsprechenden 
Function. Gerade sind dann alle Theta, deren Ordnung congruent 0 oder 
i modulo 4 ist, ungerade die übrigen. Wir nennen ferner zwei Functionen 
zugeordnet, deren Indices complementär sind. Ist die eine ©,, so kann 
die andere als ©,,„ bezeichnet werden. 

Es sei M die Ordnungszahl irgend einer Combination m. Dann ist 
8—M die Ordnungszahl des complementären Index mr. Es ist aber S-M==M 
oder M+2 modulo 4, je nachdem M gerade oder ungerade ist; mithin ist 
das Product ©,0,, eine gerade oder ungerade Function der Argumente, 
je nachdem M 0 oder 1 modulo 2 ist. Hieraus folgt, dass alle Func- 
tionen ©, von gerader Ordnung sich syzygetisch, die von ungerader Ord- 
nung sich azygetisch zu den beiden ausgezeichneten Functionen ©, ©, ver- 
halten. So sind 9, und ©, ungerade, und O4, On, gerade. Dagegen 
ist ©, gerade, ©,, ungerade; ©; ungerade, Os, gerade. 

Von den ÜÖonstanten ec, sind hiernach nur die mit ein-, vier- und 
fünffachem Index von O0 verschieden, und zwar scheiden sie sich in zwei 
Systeme: Die Grössen e,,,; verhalten sich syzygetisch zu e und c,, e, und 
C 58 = Cyium dagegen azygetisch. Denn wenn wir auch e und c, gleich 0 
vesetzt haben, so sind doch diese beiden Grössen in Fragen der Gruppirung 
als vorhanden zu betrachten. 


S4. 
Wir beschäftigen uns vorläufig mit den Relationen unter den Con- 
stanten. Sie haben alle dieselbe Form: 


(1.) (kn)gu+(In)g+(mn)g. = Qu 


Es treten aber doch insofern Unterschiede auf, als nach unseren Vor- 
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aussetzungen e und c,—=0 ist und deshalb ein oder auch zwei Glieder der 
Gleichung fortfallen können. Die einfachsten Gleichungen sind natürlich 
die zweigliedrigen. Nehmen wir etwa an, dass k=0, !=n ist, dass also 
g, den Factor c, q, den Factor c, enthält, so redueirt sich die Gleichung 
(1.) auf q„ = (mn)gq,, oder: 
(2.) CnCnxEnrEnzı = (mn, mnK, mnL)c,c.zC.1Crxı- 
In diesen Gleichungen kommen aber nur diejenigen e vor, deren Indices 
ein- oder fünfgliedrig sind. Nehmen wir z. B. 
K = 5618, = 3478, KL = 3456; 
me Jun seL 0=2, 

so erhalten wir: 

GC Cor Cyar8 Ca = V, 

9 7 CnCı234 Cı2s6 Ci 0, 

Im = Cı C15678 613478 C13456 » 

In = Cr Cyso7g C23478 C23456 5 
und es kann sich, der Relation (1.) oder (2.) zufolge, q, von q, nur um 
das Vorzeichen (mn) unterscheiden. Dieses Vorzeichen: 

(mn) = (mn, mnK, mnL) = (12, 34n, 567) 
hat aber, wie man leicht sieht, den Werth +1. 
Denn es ist 
(12, 34, 56n) = (12, 34n, 56), 
weil das Product 00, Oz On gerade ist, also die Perioden 12, 34r ein 
syzygetisches Paar bilden, und: 
(12, 34, 56) = (12, 34, 56), 

weil 00, 9; 925; ebenfalls gerade ist. In dem letzteren Ausdruck aber haben 
die drei Combinationen gar keine gemeinsamen Elemente. Folglich er- 
halten wir aus (2.): 


C,C15678 C13478 Cı346 = Cr Cas678 C23478 C23456 3 
oder: 


(3.) C O234 1 Ers6 Crraen = Cr C134n Cıs6n Crrsn- 
Dies ist eine Gleichung von der Art, wie sie auch bei den hyper- 
elliptischen Functionen auftritt, und es lässt sich auch eine ganz analoge 
Folgerung ziehen. Wir setzen allgemein: 


Caßrn 
== £ 
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wo r einen Factor bedeutet, den wir zunächst willkürlich lassen und erst 
später fixiren. Dadurch ergiebt sich statt (3.): 
(4.) CPı34Pıs6Pırs = CP234P2s6Pars« 
Die einzelnen primitiven Indices können wir, in Folge der Symmetrie 
unserer Voraussetzungen, in jeder Formel, die wir ableiten, vertauschen. 
Es ist also auch: 
C P1s+Pı36Pırs = CP254P236Prrs, 
mithin: 
PızPıse Pur, 
P154P 136 Pı154P 136 
Wenn aber zwischen einer Anzahl von Grössen, welche durch die 
dreigliedrigen Combinationen der Zahlen 1, 2, ... » bezeichnet sind, eine 
solche Gleichung besteht und richtig bleibt bei jeder Vertauschung der 
primitiven Indices, so folgt hieraus, dass allgemein 
9.) Pas; = JasQarFBr 
gesetzt werden kann. Die einzelnen Faetoren g,;=9;. Sind allerdings 
nicht eindeutig bestimmt, wenn die p,;, gegeben sind; denn man kann all- 
„z„ ersetzen, wo &,, &; willkürlich gewählte Vor- 
zeichen bedeuten, ohne dass die Gleichung (5.) zu bestehen aufhört. 
Ebenso würde, wenn eine durch zweifache Indices bezeichnete 


gemein q,; durch &,8;q 


(Grössenreihe 
Pız» Pus Pay ++» 
gegeben wäre, für die allgemein die Formel besteht: 
Pax = Pa 
Par Pa ' 
folgen, dass man p,; = 9.9; Setzen darf. Beide Sätze sind leicht durch den 
Sehluss von » auf n-+1 zu beweisen. 


Wir setzen deshalb jetzt: 


(6.) C,arn = 1 0,056,Q23Jay Gar 
Dadurch geht auch die Formel (4.) in eine einfachere über: 
(4) eg = Er 


Hier bedeutet q, das Produet 

9ı = A12Qıs++-Iıs; 
„ das Produet der sieben Factoren q,;, deren Index das 
Klement «@ besitzt. Das Product aller 28 Factoren q,; überhaupt nennen 


und allgemein g 


wir q. 
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Der Werth von c;g, ist demnach von dem Index « unabhängig. 
Die Quadratwurzel dieses Werthes, mit beliebig fixirtem Vorzeichen, nennen 
wir k. Dann dürfen wir setzen: 





k 
C, re / b/ 
da 
(8.) Yq 
C Dr [gu Jay Br 
aßyın ee / 
Y92V 93V 9; 


sodass, bis auf die beiden Factoren % und /, sämmtliche ce, der azygetischen 
Gruppe durch die 28 Grössen g,, ausgedrückt sind. 

Wir wollen für die Grössen g, die dem Vorzeichen nach zum Theil 
willkürlich sind, noch eine nähere Bestimmung hinzufügen. Es ist 


9192-45 = 95 

weil jedes q,; sowohl in g, als in q; als Factor auftritt. Wir können aber 
auch: 

9.) YaYa...Yg = q 
annehmen. Denn vorausgesetzt, das Product wäre —g, so setzen wir 
(25 = &,85Q.;, und wählen die Vorzeichen &,... & so, dass ihr Produet —1 
ist. Dadurch wird, wenn wir q, und q' ebenso definiren, wie vorhin q 
und g: 


! ! 


G. 7 Gr q a 


® ER . .ır . 
und wenn wir nun Ygq. = iYg, einführen, so folgt, dass erstens: 
e# 6 ı 
Yg1..-.19s 4 +9, 
zweitens: 
C. RL > >) C, IYrt = — ga; gar 137 
/ / ee 
Y da VgV 93V 9; 
ist. Dies sind aber im wesentlichen dieselben Formeln wie vorhin. 
Wir wollen allgemein, wenn a eine beliebige Combination ist, unter 


y, den Ausdruck: 

I (gaa.) 

I1(y 4.) 
verstehen, wo das Produet im Nenner sich erstreckt über alle Elemente 
von a, das im Zähler über alle zweigliedrigen Combinationen, die sich aus 


ihnen bilden lassen. Dann ist 


c‚=ky 


Ca5rn rn pas: 


Es ist aber leicht zu sehen, dass der Ausdruck 9, ungeändert bleibt, wenn 


[7 
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man a durch die complementäre Combination b=an ersetzt. Denn es sei 
II(g35.) 
a ET, 
| 20) 

wo jedes ? ein in a nicht enthaltenes Element bedeutet. Dann ist offenbar: 

IIKg.)II(g;5) = 9: (dan); 
weil in dem Ausdruck links jeder von den Factoren g., 91, --- 9» auf- 
tritt, aber g,.. doppelt. Da zugleich: 


q = Va). IVg,) 


(gs) _ Mlgau) 
n(yg) TVge) 
oder 9,=9,. Somit können wir c,;,„, auch in dieser Form darstellen: 


ger Qxu:--Qr 
(10.) Ca FT a. 
; =. V4 V9---V% 


ist, so folgt: 


$5. 
Eine zweite wichtige Folgerung lässt sich aus einer anderen Re- 
lation ziehen. Wir fassen die Gruppe: 
| K=1234, L=567n, KL=8 
ins Auge. Für diese bilden die vier Producte: 


A = Cs Ca0 Cum C33723 
1, 5 = C 3456 03156 C2477 Ozı77 > 
u. = C3456 ©1256 C347 1 Ci27n > 

D= CC 1934 Cs67 Cs 





eine azygetische Reihe. D ist unseren Voraussetzungen nach 0; wir er- 
halten daher: 

(2.) +A+B=(C. 
Das Vorzeichen von A ist bestimmt durch die drei Perioden, die sich er- 
geben, wenn man den ersten Index von C mit den drei ersten von A, näm- 
lich 3456 mit 1456, 2356 und 147r oder 23568 combinirt. Demnach ist 
dieses Vorzeichen 

(13, 24, 248), 

und da hier nur die beiden letzten Combinationen einen Thheiler 24 gemein- 
sam haben, so ist das Anfangsglied in der Gleichung (2.): 
(13/24) A. 








F. Schottky, Theorie der elliptisch-hyperelliptischen Functionen. 


Ebenso bestimmt sich das zweite Vorzeichen; die Gleichung wird: 
(13124) A+(23|114)B = C. 

Nun vereinfacht sie sich aber schon wesentlich, wenn man für die beiden 

letzten Faetoren in A, B, C ihre Ausdrücke: 








Agasgay gar. 

/ / eo” 

} Ja} gl 4; 

einführt. Wir bekommen so, mit Hinweglassung überflüssiger Factoren: 
(13]24) 9,493 6145662355 + (23 14) Q24 913 E56 C1356 — (34412 63456 C1256- 


Noch einfacher aber wird die Gleichung, wenn wir statt q,,; die alter- 


CyArn 





nirenden Grössen 


Jap ”- (e|P)g.; 
einführen, und nun 
Ga#Qa; Jad Q5;, 0354,65 C, 9,0 Z.. D .:,5 
setzen. Das D,;,,; ist dann selbst ein alternirender Ausdruck, und für diese 
Grössen bekommen wir die leicht zu deutende Relation: 


DD; + D 456 D;..6+ D 4:6 D 256 Zu. 0. 


2356 
Wenn eine solche Gleichung besteht und richtig bleibt bei jeder 
Vertauschang der primitiven Indices, so ist es ein algebraischer Satz, dass 
die einzelnen D sich als viergliedrige Determinanten darstellen lassen: 
er 
2: I 0 DB 
Me 3 le 


A; B, C, D, 


Demnach ergiebt sich: Die e,;,; lassen sich darstellen in der Form: 
(3.) Cars > ni 
Gasdlar---Qy8 
wo die Zähler Determinanten bedeuten. 

Wir fassen dies aber nur als eine Durchgangsform auf. Zum eizent- 
lichen Ausdruck kommen wir, indem wir elliptische Functionen einführen. 
Betrachten wir für den Augenblick die acht Grössenreihen A,. B,, C,. D, 
als homogene Coordinaten von acht Punkten im Raume, so bestimmen diese 
eine elliptische Curve, den Durchschnitt der beiden Flächen zweiten Grades, 
die durch diese acht Punkte gelegt werden können. Für diese Curve führen 
wir ein elliptisches Integral erster Gattung, «, ein, und nennen a, &, ... @ 
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die Werthe von « in den acht Punkten. Ferner sei f(w) die ungerade 
Thhetafunction, die den Parametern der Curve entspricht. Dann sind, wie 
bekannt, die Determinanten D,;,; so darstellbar: 


mp.PsP,Psf(a.—a;)f(a,—a,)...f(a,—a;)f(a,+a;+a,+a,;), 
vorausgesetzt, dass man den Anfangspunkt des Integrals « passend wählt. 


Um ce,;,; zu erhalten, haben wir dies noch mit den alternirenden 
Faetoren ,5; Ga,, ;;. Zu dividiren. Wir setzen deshalb: 
f(a.—a;) 
2 ee 70 
Gas 


Dadurch wird: 
(4.) Caps = mP.PsP;PsFasfar--T,sf(a.+ a;+ a,+a;), 
oder, wie wir zusammenfassend schreiben können, indem wir allgemein 
unter a, die Summe: 
=a, = 4, 


erstreckt über die Elemente v, die in der Combination » enthalten sind, 
verstehen: 
6. = mIIK(p,)Ir,,.)f(a.). 

Das erste Produet bezieht sich auf die Elemente von », das zweite auf 
ihre zweigliedrigen Combinationen. Diese Formel gilt für alle e der syzy- 
getischen Gruppe. Die Factoren p,, P:, --- ps Sind noch zu bestimmen, 
einer aber, etwa p,, kann willkürlich angenommen werden, da wir den 
Faetor m hinzugefügt haben. Die 28 Grössen ri, Fis, -+. 7, stehen mit 
den früheren q1, -.. 9; durch die Gleichungen: 

(B.) astas = (a|lP)f(a.—4;) 
in Verbindung. 


$ 6. 
Hiermit ist die wesentliche Form der Grössen c, bereits gefunden: 
- lgu Ixu (ru 
|e. zu / , Cyayds = hun = — ag, ä 
Y ga 


VorYa Va" 
35 = MPar Plan Ts (@.5,0)- 

Es sind aber noch die Grössen g,;, "as, P., ferner 4, ! und m als Func- 
tionen der Parameter a, zu bestimmen. Ausserdem muss auch noch zwischen 
den Parametern a, eine Relation bestehen. Denn die acht Punkte, die im 
vorigen Paragraphen definirt wurden, sind nicht unabhängig von einander. 


(1.) | 
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Die Art der Abhängigkeit lässt sich so ausdrücken: es muss Flächen vier- 
ten Grades geben, die nicht zerfallen und die diese acht Punkte zu Doppel- 
punkten haben. 

Für diese Zwecke wählen wir aus der Menge der Formeln, die zur 
Verfügung stehen, eine dritte, deren Verwerthung allerdings etwas mehr 
Rechnung erfordert. Wir nehmen als Basis die Perioden: 

K=3456, L=1256, KL= 1234. 


Dafür bilden die vier Produete: 


A = C1307C147C2357C207; 
B = Cagor Er 6135761407; 
C — C; E28 C348 Cs687 > 
D = CCysC126C24 


wieder eine azygetische Reihe, da die Combination dreier Indices aus ver- 
schiedenen Producten stets den Index eines ungeraden Theta hervorbringt. 
D ist 0; also haben wir: 

+tA4:1B=C. 
Das Vorzeichen von A wird bestimmt, wie im vorigen Fall. Es ist zunächst 
gegeben durch das Symbol: 

(136, 145, 235). 
Indem man die gemeinsamen Theiler aufsucht, findet man: 

(13615)(145[3)(235|1) = (1|2)(3|4)(5|6). 


Das Vorzeichen von B hat den entgegengesetzten Werth. Die Gleichung 





lautet demnach: 
A-B = (1/2)(3|)4)(516)C. 

Hier sind nun für die einzelnen e ihre Ausdrücke einzusetzen. Wir nehmen 
zuerst zwei Factoren von A: 

C36 = MP,P3PsPp-rısfıorfır aofsrt, -f(@.36;), 

Cs = MP, PaPs Pr ars tl trf(Arasr)- 
Das Product aller acht Factoren p, nennen wir p, und ausserdem definiren 
wir r, und r ähnlich, wie früher q, und g: 


r, —— !ıa...Tıss r = !ıafız-..T. 
Dann wird: 


P, P- rs 


r 
m . # 1 r 3A 45 %/ \ / \ 
208 12 'ı8' v2" 78 


9% 
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Ebenso ist das Produet der beiden anderen Factoren von A: 


iii Du en 
0335762467 = mp en ee: e* (ass) f(as:). 
Folglich: 
Ar u. p? r,r, Nr r s 
A=m r 5 r?,r a 1 2 fa) f(aus)f(a2s;)f f(a.). 


Br’ 78 


Aber dies lässt sich ae etwas ie Nach einer Bemerkung, die 
schon über die Factoren g,; gemacht wurde, ist: 


MET ET ET MEMEMTN 


”, fir ATUTLETUET 


= [r;, 
folglich: 
p;r; ICIEPED] ACPPED IC FF] KG PPPeD] . 


2 
P;'5; EURETLETEET 


9\ ee 
(2.) A = m’p'r 


B entsteht hieraus, indem man die Indices 1, 2 vertauscht. Dadurch ändern 
sich nur die Argumente der Factoren f. An Stelle von a3, oder a,+a;+a,+a,, 
tritt @6. Nun ist aber, nach dem Additionstheorem der elliptischen Theta: 


[(a136:) (157) f(@2357) f(@2407) — F(Q2s0r) F(a2s:) F(a137) f(@1:) 
= —-f(a,—a,)f(a,—a,)f(a,—a,)f(a,+a+ 4+0,+a;+a;+2a;,), 
folglich, da wir a, für die Summe aller acht Grössen a, setzen können: 
FE er > p;r, Fa,—a,)f(a,—a,)f(a,— a,)f(a—a,+@n) 


m'p'r 
nr 
P3;T5 als TE 


Der Ausdruck wird weiter redueirt. wenn wir die Formel: 
f(a. —4,;) - (a|P)r.5Jap 
anwenden. Dadurch ergiebt sich: 


A-B = —(1|2)(8|4)(ö (a, —a, +0). 


2. Pır 
6)m p er Q12934+456 — 
ss 8 





ur 
Also, wenn wir jetzt die Relation 
A—-B = (1|2)(3)4)(5]6)C 
zu Hülfe nehmen: 
4m? Pit ffa,—a,+an 
C7 C128n C348n Os69r — m pr- 9295456 a 
P;r5 Ns 
Hier kommen links nur die ce der anderen Grüppe vor, und es ist: 
k Iqg.; 
= ——, (7 he In ‚etc. 
Z2 Y9794V9, 


Berücksichtigt man die Gleichungen: 


Yg,Vg....Yg = 9; 
Q13Q28+ «+ G78 Qs> 
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so folgt: 

kg: 

4 Gr: 

So haben wir zwei verschiedene Ausdrücke für das Produet der vier e. 
Wenn wir beide vergleichen, erhalten wir die Endformel: 


C7 C 2871 C3481 Cso8n 


r 


= — . f(a—-a,+a,). 
8 


Mn m’p'rgqg 1 
3.) Ira = ki® pP; 


8 7. 
Um das letzte Resultat bequemer zu verwerthen, führen wir einige 
Abkürzungen ein, die aber nur vorläufig gelten sollen. Wir setzen: 


— m’p’rg 
Be 
2, 
Pafa —— 0. (a l, 2, 2... 8), 
ER 
no: Kap 
daß 


Endlich führen wir; und zwar bleibend, statt a, das Zeichen s ein für die 
Summe aller acht Grössen a,. Die Formel lautet dann: 


(m = na a3). 
Hieraus ergiebt sich sofort der Schluss, da 4 = %%, ist: 
1) (fa —a;+s)f(a;—as+s)f(as—a,+s) 

= fla,—a+s)f(a—a,+s)f(a—as+s). 
Man kann dies als eine Gleichung zur Bestimmung von s ansehen. Sie 
hat offenbar nur drei incongruente Wurzeln; sie wird aber erfüllt, wenn 
man für s irgend eine der drei halben Perioden setzt. Folglich muss s 
eine halbe Periode sein. 

Wir können uns die beiden Constanten, die bei der Definition einer 
elliptischen ungeraden Thetafunetion ersten Grades mit gegebenen Perioden 
noch willkürlich bleiben, so fixirt denken, dass 


(2) fu+2)=-fW, fO=1 
wird. Dann ist 
(3.) f(u+s) = g(u) 


ein gerades Theta, das für „=0 den Werth 1 hat. Die Function g(w 
führen wir dann in die Gleichung (2.) ein: 


n ©: g(a,—4,). 
fi « 
„N 


78 
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Hier sieht man nun, dass 
®; 0; 


0; 0, 
sein muss, also allgemein 0, = 05. Wir können aber auch e, = E, annehmen, 
wodureh wir nur die Congruenzwerthe der einzelnen a, genauer bestimmen. 
Demnach ist der Werth des Products p,r, vom Index & unabhängig, 
und da wir eins der p, willkürlich wählen dürfen, so setzen wir, vollstän- 
dig symmetrisch: 

(4.) er. »1 (@=1,2,...8), 
Endlich setzen wir auch „= 1, wodurch der Werth des Factors r, den wir 
in $4 bei der Formel: 

Pasr — TQasQayQar 
willkürlich gelassen haben, ein bestimmter wird. Dann ist % direet gleich 
g(a;—a;), und wir haben jetzt zur Bestimmung von g,; und r,, die beiden 
Gleichungen: 


| T „8 Jap vo (0 IP) fCa, —4;), 


(8.) | ! aß ver 
— = 9(4,—4;). 
Ja 
Ausserdem bestehen die Beziehungen 
e a. —m‘p’rg 
(6.) Palau = 1, kB u 1, 


von denen wir die letztere noch etwas zu vereinfachen haben. Multiplieirt 
man die acht Gleichungen p;r,= 1, so folgt: 


(7.) pr =1. 
Also ergiebt sich: 
m‘ r 
(8. — a. 
) kl’ q 


% .. ’ . . 1 
Statt p. dürfen wir jetzt —— setzen. 
Y Nu 


$ 8. 

Nun fehlt noch eine Beziehung. Wir haben zwar in (8.) eine Gleichung 
zwischen den drei Factoren %, /, m; wir brauchen aber noch eine zweite, 
um ihre Verhältnisse als Funetionen der Parameter a, darstellen zu können, 
und zu diesem Zwecke müssen wir noch eine vierte Relation zwischen den 
T'heta-Nullwerthen hinzunehmen. Wir wählen dieselbe Basis, wie vorhin 
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in $ 6, lassen auch die Producte A und D ungeändert, statt B und © aber 
nehmen wir folgende: 


B = C138C1458 02358 Czass} 

C = Con Cıssn Exam Con > 
die, wie man leicht sieht, zusammen mit 

A = C167C1457 62357607, 

D = CCys5C126C1234 
eine azygetische Reihe bilden. Wir kommen also wieder zu einer Gleichung: 

+A+B=(C. 

Hier ist das Vorzeichen von A: (5671, 347n, 127n). Die erste Reduetion 
giebt — (567, 347, 127), und da hier überall 7 das gemeinsame Element 
ist, so hat das Vorzeichen den Werth: 


— (567 |7)(347|7)(127|7) = — (12345677) = — (817) = (7|8). 
B hat das entgegengesetzte Zeichen (8/7). Daher ist: 
A-B = (7|8)C. 


Die Umformung des Products A war schon in $ 6 durchgeführt. Wir 
wiederholen den dort gefundenen Ausdruck, indem wir nur 1 statt p/r,, und 
ebenso 1 statt p’r’ schreiben: 
A "Ta: fa sa 
r N fs5lsetr7e 

B geht hieraus hervor, indem man den Index 7 mit 8 vertauscht. Nun 
ist aber, allerdings nur unter der Bedingung, dass die Summe aller a, gleich 
der halben Periode s ist: 


f (A136) f (aus)f (au; )f (@467) —f (a,8)f (Ass) f (358) f (G2468) 
= 9(a,—4,)9(0;—a,)g(a,—@a)f(a,—4,). 
Dies ist eine leicht zu verifieirende Form des Additionstheorems der ellip- 
tischen Theta. — Hiernach folgt: 


in . m“ 9(a,—a,)g(a,—a,)g(a,—a,)f(a,—a,) £ 
r N olzılse Er 
Nun setzen wir wieder: 


(1.) 9-0)= ", Maas) = (a|A)rasgas 
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Dann wird: 
4 
A-B = (718) — —a—. 
r  AQı2934 Is6 

Dies muss gleich (7|8)C sein. Es ist also: 

a 
r Yıa 934 956 
C ist ein Product von Factoren der azygetischen Gruppe: 


C = Con Crsn Con Con > 
die sich in der einfacheren Form: 
Capyn = Gap Far Ipr_ 
V9.V93V9; 
darstellen. Führt man die Multiplieation aus, so folgt: 
_ TE 
| 0912 9:34 Gs5 
Demnach ist: 
m’ Pe 
er 


und wenn man dies vergleicht mit der letzten Formel im vorigen Para- 
sraphen, so sieht man, dass der Factor / gleich —k ist. Wir bekommen also: 


(2.) I=—k; mM'=h. z 


Dies ist die Beziehung, die vorhin noch fehlte. 

Einem der drei Faectoren A, /, m dürfen wir einen willkürlichen 
Werth beilegen, wenn wir uns gestatten, sämmtliche T’heta mit einer und 
derselben Constanten zu multiplieiren. Wir setzen, der letzten Formel ent- 
sprechend: 


+ 


+ . 
(3,) m=Yr, I=Yq, k=-Ya. 


Diese Werthe von %k, !, m, und ebenso für p,, hat man in die Aus- 


Vr, 
drücke der einzelnen e einzusetzen, die am Anfang von $ 6 zusammenge- 


stellt waren. Dann erhalten wir: 
+ 





/ 
C, — +9 3 
) Ja 
4 
: / 
(4.) ‘ Be zu 1 14u99e: 2 b 
Y9aV 93V 97 
+ 
Vrrapfar:- Tr 
C.8r6 u j ar r / -f(@, 378). 
Vr.YraVr, Yrs 
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Hierbei bedeutet q das Produet aller 28 Factoren g,;, q, das der sieben 
Factoren, deren Index das Element « enthält, und ebenso sind r, r, definirt. 
Die einzelnen Grössen q,;, r,; sind definirt durch die Gleichungen: 


| gasrıs = (e|P)fla,—a;), 
(9.) | VaB 


q aß 


N 


y(a,—4;). 


Wir führen ausser den Functionen f und g noch ihr Produet und ihren 
(Juotienten ein: 


(6,) f(ö)g(u) = h(u), 2 FEN 


Dann ist: 


_ 2 / ? en \ 
(7.) Qa5 BR te(a,—a,), N 45 vr +h (a, -A,). 


Es werden also e, und e,;,,. rein durch die Function e(w), e,;,,; dagegen. 
abgesehen von dem letzten Factor, dureh A(w) ausgedrückt. 

Die Darstellung von ce, und e,;,. zeigt ein bestimmtes Bildungsge- 
setz, welches auch wiederkehrt in dem Ausdruck für e,;,s. Diese 
(Grössen ec, treten in den T'hetarelationen als Coefficienten auf. Es ist aber 
vortheilhaft, wenn wir statt ihrer andere ÜConstanten einführen. die einen 
mehr symmetrischen Caleül gestatten. Wir denken uns für jede Combi- 
nation (m) = (aP...z4) die Formen gebildet: 


(8.) (m) = V9-4aB (ay +++ [m] En Vr.rad-- Pa 
V 92V 93: :-V 9 Yr....Yrı 
sodass z. B. 
4 4 4 
2)- I Dt, H=1, 12)=- u, ete. 
9-79; Yq Ir, TV, 


ist. ec, ist dann direet mit —(«), c,;,, mit +(«Py) identisch, während e,;,, 
sich von [@ßyd] noch um den Factor f(a,+a;+a,+a,) unterscheidet: 
9) =), Ca =tlaßr), Casa = lePyo]fla.,,3). 
Wenn wir dann aus den (m) irgend einen Quotienten 
(m)(n) 
(r)(mnr) 
zusammensetzen, so lässt sich dieser stets rational durch die Factoren q, 
ausdrücken. 


+ 
(m) stimmt bis auf den Factor Ygq überein mit der Grösse, die wir 
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in $4 g, genannt haben, und es ist deshalb (mn) mit (m) identisch. Die 
Gleiehung (mn) = (m) beruht darauf, dass 
YqVg....Vgs = +q 
ist. Wäre das Vorzeichen in dieser letzteren Gleichung negativ, so wäre 
(mn) = —(m). 
Bei den anderen Grössen [m], die aus den r,,; gebildet sind, wissen 
wir nieht, ob 


Yr,Yr....Vrs = -+r oder —r 
ist. Dieses unbestimmte Vorzeichen nenne ich e Dann gilt die Formel: 
(10.) [man] = em]. 


Beachtet man, dass zugleich für je zwei complementäre Indices m, mrı 
die Summe a„-+a,, gleich der halben Periode s, und deshalb f(a,) = g(a,.) 
ist, so hat man für jedes ec, zwei Darstellungen, von denen die eine dem 
wirklichen Index m, die andere dem complementären entspricht: 


c = —(1) = — (2345678), 
(11.) 1 Cı23n = + (123) = +(45678), 
C23, = [1234] fa.) = 85678 ]g(as6;). 


Umgekehrt ist nun auch: 





Con = 123419 (a1), 
und daher: 


(12.) CC = [1234] klar), 
(13.) aus = ea +m+a,+a,). 


Besonders die letzte Formel ist sehr einfach und charakteristisch. 


(Fortsetzung im nächsten Hefte.) 





Preisaufgaben der Fürstlich Jablonowskischen 
(Gesellschaft zu Leipzig für die Jahre 1895 und 1894. 


1. Für das Jahr 1893. 

Durch die allgemeinen Untersuchungen von Herrn Lie über die Differential- 
invarianten der endlichen und unendlichen Transformationsgruppen*) sind die Mittel und 
Wege gegeben, um zu einer Invariantentheorie beliebiger Differentialgleichungen zu ge 
langen. Die betreffenden allgemeinen Methoden von Lie sind in den zahlreichen Unter- 
suchungen über die Invarianten specieller Differentialgleichungen fast gar nicht berück- 
sichtigt worden: es erscheint der Gesellschaft daher wünschenswerth. dass 

die Invariantenbestimmung einer ausgedehnteren Kategorie zu 
nächst von gewöhnlichen Differentialgleichungen auf Grund deı 
Lieschen Beegriffsbestimmuneen und Methoden 
in Angriff genommen werde. Um die Art der Aufgaben zu bezeichnen, deren Erledi- 
gung der Gesellschaft erwünscht sein würde, führen wir beispielsweise an die Bestimmung 


der Invarianten, welche die allgemeine Differentialgleichung zweiter Ordnung 


2 


y = w(z,y,Yy) 


einer Ebene (x, y) gegenüber der unendlichen Gruppe 





2, = Y), Mala y) 
aller Punkttransformationen dieser Ebene besitzt, oder die Bestimmung aller Invarlanten 
eines Differentialausdrucks erster Ordnung 
$2(z,y,y') 
gegenüber der genannten unendlichen Gruppe **, 
Preis 1000 Mark. 


*) Vergl. namentlich auch Bd. 24 der Mathemat. Annalen, S. 537 ff. 


”*) @ und 42 sollen hier sogenannte „analytische“ Functionen bezeichnen, welche in der Um- 
gebung eines Werthsystems 2,904, von allgemeiner Lage. in gewöhnliche Potenzreihen ı 
4—%o, Y—y', entwickelt werden können. 
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2. Für das Jahr 1894. 

Die von Leverrier ausgeführte Bestimmung der säcularen Störungen der Bahnen, 
namentlich der inneren Planeten, hat bekanntlich unbefriedigende Resultate ergeben, 
insofern die Glieder der zweiten Näherung, welche nur ungenau und unter Umständen 
selbst grösser als die Glieder der ersten Näherung gefunden wurden, sich für die Be- 
rechnung der Störungen als unbrauchbar erwiesen haben. Dieses unbefriedigende Er- 
oebniss, das in seinen weiteren Folgen mit gewissen Anomalien in der Bewegung des 
Mercur, beziehungsweise seines Perihels zusammenzuhängen scheint, ist Leverrier *) ge- 
neigt, der bisher befolgten Behandlungsweise zuzuschreiben, bei welcher in erster Nähe- 
rung die Differentialgleichungen des Problems als linear betrachtet werden. Die Gesell- 
schaft wünscht demgemäss 

eine neue Bestimmung der säcularen Störungen wenigstens der 
Bahnen von Merecur, Venus, Erde und Mars unter Berücksichti- 
eung der.Glieder höherer Ordnung 
mittelst einer einwurfsfreien Methode, bei welcher die von Leverrier angetroffene Schwierig- 
keit, welche gegen die Brauchbarkeit der erhaltenen Resultate sprechen würde, als be- 
seitigt betrachtet werden kann. — Preis 1000 Mark. 


Die anonym einzureichenden Bewerbungsschriften sind, wo nicht die Gesellschaft 
im besondern Falle ausdrücklich den Gebrauch einer andern Sprache gestattet, in deut- 
scher. lateinischer oder französischer Sprache zu verfassen, müssen deutlich ge- 
schrieben und paginirt, ferner mit einem Motto versehen und von einem versiegelten 
Umschlag begleitet sein, welcher auf der Aussenseite das Motto der Arbeit trägt, inwen- 
dig den Namen und Wohnort des Verfassers angiebt. Jede Bewerbungsschrift muss auf 
dem Titelblatte die Angabe einer Adresse enthalten, an welche die Arbeit für den Fall. 
dass sie nicht preiswürdig befunden würde, zurückzusenden ist. Die Zeit der Einsen- 
dung endet mit dem 50. November des angegebenen Jahres, und die Zusendung 
ist an den Sekretär der Gesellschaft (für das Jahr 1891 Geheimer Rath Professor Dr. 
W. Hankel, Hohe Strasse 15) zu richten. Die Resultate der Prüfung der eingegangenen 
Schriften werden durch die Leipziger Zeitung im März oder April des folgenden Jahres 
bekannt gemacht. Die gekrönten Bewerbungsschriften werden Eigenthum der Geseilschaft. 


Recherches astronomiques Chap. IX, art. 16 und Additions III, S. 51. 


leipzig, im März 1891. 
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Ueber eine Abbildung durch eine rationale Function. 
(Von Herrn L. Fuchs.) 


Im 75. Bande S. 177 und im 106. Bande S. 1 dieses Journals be- 
trachtete ich eine Function 


(«.) z=F(w)= a. ’ 


wo f(w), g(w) ganze rationale Funetionen und f(0), g(0) von Null verschieden 
sind. Es werden in der »-Ebene die um den Nullpunkt beschriebenen con- 
centrischen Kreise betrachtet, welche die Eigenschaft besitzen, dass jedem 
einem Punkte » des Kreisinnern zugehörigen Werthe z, innerhalb desselben 
Gebietes, nur ein einziger Werth ww entspricht. Unter diesen Kreisen wird 
derjenige mit dem grössten Radius der Grenzkreis genannt. An den be- 
zeichneten Stellen habe ich den folgenden Satz bewiesen: Der Radius des 
Grenzkreises wird durch den Modul derjenigen Wurzel der Gleichung 


(P.) F(w) = 0 
bestimmt, wo F'(w) die Ableitung von F(w) bedeutet, welche unter allen 
Wurzeln derselben den kleinsten Modul besitzt, oder falls 
Be 


Ak 


(v.) v(w,w)=- — (0 
und 

(d.) oF(w)+w,F(w,) = 0 
Lösungen (w, w,) besitzen, für welche die Moduln von we, w, einander 
gleich sind, und falls zu gleicher Zeit der kleinste dieser Moduln kleiner 
als die Moduln der Wurzeln der Gleichung (/P.) ist, so giebt derselbe den 
Radius des Grenzkreises an. — Dieser Satz lässt sich kürzer folgender- 
massen ausdrücken: Setzen wir 


(€.) P(w,w,) = —— 
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und suchen unter den gemeinschaftlichen Lösungen der beiden Gleichungen 
(y.) und 

(&) Pw,w,) = 1 
diejenigen aus, für welche die Moduln von » und w, einander gleich werden, 
so bestimmt der kleinste unter diesen Moduln den Radius des Grenz- 
kreises. — 

In einem Aufsatze *) hat Herr Nekrassoff in Moskau sich bemüht, nach- 
zuweisen, dass der eben erwähnte Satz nicht richtig sei. Der Verfasser 
dieses Aufsatzes zeigt besonders durch den Schluss der Nr. 3 desselben, 
dass er den in diesem Journal Bd. 106 S. 2—3 von mir gegebenen Beweis 
nicht verstanden hat. Es erscheint daher nicht überflüssig, im Folgenden 
durch eine Erläuterung meine dortigen Schlüsse dem Verständnisse näher 
zu rücken. 

Bei dieser Gelegenheit erlaube ich mir, hier einen Beweis desselben 
Satzes zu geben, welcher auf anderen Prineipien begründet ist, und an und 
für sich nieht ohne Interesse zu sein scheint. 

Für die Zwecke meiner Untersuchungen in der Arbeit dieses Journals 
Bd. 75, Abth. I Nr. 5—10 möge im Folgenden noch angegeben werden, wie 
auch in dem Falle, dass der Radius des Grenzkreises durch Vermittelung 
der Gleichung (d.) zu bestimmen ist, die Grösse desselben den dortigen An- 
forderungen gemäss eingerichtet werden kann. 


I. 


Im Anschlusse an die Bezeichnungen meiner oben genannten Ar- 
beiten, seien w=w", w, = w' zwei auf dem Grenzkreise Ä einander ent- 
sprechende Punkte. Bewegt sich w auf der Peripherie von K, so möge w, 
die Curven &,, &;, &;,, ... durchlaufen. Geht w längs K durch den Punkt 
» = w' hindurch, so wird w, längs einer der Öurven & durch den Punkt 
:, = w hindurchgehen, welche K daselbst berührt. Es möge diese Curve 





6, sein. — Es handelt sich nämlich (siehe Bd. 75 8. 181) um den Fall, 
A . e e . d a 
dass P(w’,w) real und endlich ist, in welchem Falle & —=() (siehe da- 
1a: N ER ER. h 
selbst Gleichung (2.) S. 180) und P(w", w)-+ Ei = 0), woraus sich ergiebt, 


*) Mathem. Annalen Bd. 38 S. 82. 
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dass die Tangente der Curve &, in w’ mit dem Radiusveetor einen rechten 
Winkel bildet. Wegen der Symmetrie der Gleichung (y.) in Bezug auf w 
und , muss, wenn wo auf der Peripherie von K sich bewegend durch w» = w' 
hindurchgeht, », längs einer der Curven & durch ®, = w” hindurchgehen, 
welche K daselbst berührt. Dieses möge die Curve ®, sein. Es kann 
selbstverständlich &, mit &, übereinstimmen. — Beschreiben wir um » = w" 
einen Kreis $? von hinlänglicher Kleinheit, so wird diejenige Wurzel er, 
der Gleichung (y.), welche für o=w" den Werth ®' annimmt, um den 
Punkt », = w' herum eine geschlossene Fläche $t, erfüllen, von der Art, 
dass die Punkte von 8 und Si, sich gegenseitig eindeutig entsprechen, wenn 
wir voraussetzen, dass F(w') und F’(w) von Null verschieden sind. Be- 
zeichnen wir die Bogen der Curven &,, &,, welche in ft, 8, hineinfallen 
und respective ®', ww enthalten, mit B,, B,, so würden demnach von den 
Punkten der Fläche $, die ausserhalb X sich befinden, diejenigen, welche 
Punkten von $, innerhalb X entsprechen, sämmtlich auf der einen Seite P, 
von B, liegen, während die übrigen auf der anderen Seite ?, sich befinden. 
Ebenso werden von den Punkten der Fläche $,, die ausserhalb K sich be- 
finden, diejenigen, welche Punkten von 8 innerhalb K entsprechen, sämmt- 
lich auf der einen Seite , von B, liegen, während die übrigen auf der 
anderen Seite ?} von B, sich befinden. Die beiden Seiten 7, und 5 unter- 
scheiden sich dadurch, dass man in der einen nach allen möglichen Rich- 
tungen dem ©’ unendlich benachbarte Punkte angeben kann, während die 
dem ®" unendlich benachbarten Punkte der anderen Seite von B, auf der 
im Punkte ©” an die Curve G, und den Kreis K gelegten Tangente sich 
befinden müssen. In gleicher Weise unterscheiden sich die beiden Seiten 
P, und 5, von B,, indem nämlich auf der einen Seite nach allen möglichen 
Richtungen, auf der anderen nur in der Richtung der Tangente an GE, und 
K, dem w' unendlich benachbarte Punkte gefunden werden können. Da 
von den Punkten © von /, nach allen möglichen Richtungen zu w” un- 
endlich benachbarte gehören müssen, welche Punkten ®», innerhalb &, und 
K entsprechen, so sind es die Punkte » auf 5, zu welchen nur in der 


- Riehtung der Tangente von K dem w unendlich benachbarte Punkte ze- 


hören, die ihre entsprechenden innerhalb $, und ausserhalb K besitzen. 
Aus demselben Grunde haben auch die Punkte w, auf | nur in der Rieh- 
tung der Tangente, zu w, unendlich benachbarte Punkte, welche innerhalb 
und ausserhalb Ä entsprechende Punkte » besitzen. Ist daher R der 
24* 
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Radius des Grenzkreises K, r= R+dr der Radius des unendlich benach- 
barten grösseren Kreises K’, und sind e=w, w, = w, zusammengehörige 
auf K' gelegene Punkte, welche respective e=w", w,=w' unendlich be- 
nachbart sind, so muss w auf der Seite ß;, w, auf der Seite A} sich befin- 


den, d. h. es müssen die Punkte w und w, der Peripherie K’ respective 
auf den Tangenten in ®” und w' der Peripherie K gelegen sein. Hier- 
aus folgt die Gleichung (4.) Nr. 1 der oben eitirten Arbeit in Bd. 106 


(4.) dypı = +dy. 

Da 
dlogw 
P(w, w,) = mu 5 


für alle Richtungen von de und die entsprechenden dw, einen unabänder- 
lichen Werth hat, wenn F’(w) und F’(w,) weder Null noch Unendlich 
werden, so ergiebt die Gleichung 


dlogw, BE ;' Ri og, 
dogw Or ar 











L) 


dass die reale endliche Grösse P(w, w,) in w=w'" positiv ist. Es ist näm- 
B) 


in 


- or . ®” . ‘ » . 
lich —.- negativ, wie es der Begriff des Grenzkreises erfordert. Die 


Gleichung 
RR a A 
dlogw R 09 Op 





. © .. ! . ® IP or 
zeigt alsdann, dass : für o= w" negativ ist. Da für Be —() 





9 _ IN 

op dy ’ 
so folgt aus Gleichung (4.) 

dp, 

= : 


In meiner Arbeit Bd. 75 8. 181—182 ist nachgewiesen, dass für r>R bis 
zu einer gewissen Grenze ein Continuum von Kreisen K, existirt, auf deren 
Peripherien zusammengehörige Werthe ®w, w, liegen, wenn nicht eine der 
mit X zusammengehörigen Curven & in ihrer ganzen Ausdehnung auf K 
fällt. Da von diesem Satz auch in Bd. 106 Gebrauch gemacht ist, so 
möge derselbe hier noch mit einigen Worten erläutert werden. Aus der 
gemachten Voraussetzung ergiebt sich, dass erst, wenn r—R einen end- 
lichen Betrag erreicht hat, eine der mit X, zusammengehörigen Curven 6, 








- 
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ganz innerhalb X, befindlich sein kann. Es können aber auch nicht 
sämmtliche Curven @, ausserhalb K, verlaufen. Denn wenn ®w von w" 


ausgehend die Peripherie K, in = w trifft, so wird w, von w' ausge- 
hend in einem Punkte w, = w, anlangen, der entweder auf der Peripherie 
K, oder ausserhalb oder innerhalb derselben gelegen ist. Liegt w, im 
Innern, so entspricht demnach einem Punkte w der Peripherie K, ein 
innerer Punkt w,. Liegt w, im Aeusseren von K,, so hat w, die Peripherie 
K, bereits in einem Punkte ®, = tw, überschritten, während w noch in einem 
Punkte ® = w des Innern sich befand. Der Symmetrie der Gleichung (y.) 
wegen würde also in diesen beiden Fällen folgen, dass nicht sämmtliche 
Curven 6, ausserhalb X, verlaufen können. Es muss demnach die Peri- 
pherie X, innnerhalb des genannten Bereiches von r unter allen Umständen 
von einer der mit derselben zusammengehörigen Curven &, getroffen werden. 


Il. 

Wir gehen nunmehr dazu über, einen einfacheren Beweis des in der 
Einleitung bezeichneten Satzes zu geben, welcher zugleich eine tiefere Ein- 
sicht in die algebraische Natur des hier behandelten Problems gewährt. 

Wir setzen in der Gleichung 


(1.) v(w,w,) = 0 


o=re, wen, 
wo r, r, die Moduln, %, 9, die Argumente von w, w, bedeuten. Auf der 
Peripherie jedes mit dem Radius r um den Nullpunkt beschriebenen Kreises 
K, suchen wir diejenigen Stellen auf, für welche 
(2) Te a‘ 
Aus (1.) ergiebt sich, wenn r constant und g veränderlich angenommen 
wird, in der Bezeichnung der Gleichung (e.), 


1.dr, ., dg, 
3. TE u ©, 
(3.) P(w, w,) Er i+ dp ) 
Es giebt nur eine endliche Anzahl von Kreisen K,, auf deren Peripherie 
“ [3 " » « [3 } \ Ir, 
P(w, w,) unendlich wird. Demnach folgt aus Gleichung (3.), dass er 


längs der Peripherie X, im Allgemeinen eine stetige Function von g ist, 
und da r, längs K, Maximal- und Minimalwerthe annimmt, so folgt, dass 
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im Allgemeinen auf jedem Kreise K, Stellen vorhanden sind, welchen 
Wurzeln der Gleichung (2.) zugehören. Wir bezeichnen diese Stellen mit 
m,, M,, M,., .... Die Gleichung (3.) ergiebt, dass in allen diesen Stellen 
P(w,w,) reale Werthe erhält. Aus derselben Gleichung folgt umgekehrt, 
dass, wenn P(w, w,) in einem Punkte der Peripherie K, real und endlich 
ist, dieser Punkt zu den Stellen m,, m,, m), ... gehört. 

Bezeichnen wir daher mit w,(w, w,) diejenige Function von w, w,, 
welche aus w(w, w,) hervorgeht, wenn die Coeffieienten der letzteren durch 
ihre conjugirten Werthe ersetzt werden, und mit w', w, die conjugirten 
Werthe resp. von w und w,, so folgt aus den eben gemachten Schlüssen, 
dass die Werthe von r,, 9, 9, welche den Stellen m,, m,, m,, ... ent- 
sprechen, durch die Gleichung (1.) und die Gleichungen 

2 v(w,w,) = 0 
und 

(4.) P(w, w,)’= P,(w', w,) 
bestimmt werden, wenn wir unter P,(w, w,) diejenige Function verstehen, 
welche aus P(w, w,) dadurch hervorgeht, dass die Coefficienten der letzteren 
durch ihre eonjugirten Werthe ersetzt werden. Es ergeben sich hiernach 
r,, e”, e” als algebraische Functionen von r. Hierdurch wird auch P(w, «;) 
eine bestimmte algebraische Function von r. Eliminiren wir zwischen den 
Gleichungen (1.), (1°) und (4.) e”, e’“, so erhalten wir zwischen r, r, die 
algebraische Gleichung 

(9.) G(r,r,) = d. 
Wenn wir für jeden Kreis X, mit dem Radius r, diejenigen Stellen auf- 


em dr a 
suchen, für welche re 0, so wird aus demselben Grunde 
1 
Oy 
ow, ' 
a 
E 
ow 


daselbst real; das heisst aber nichts anderes, als dass P(w, w,) real wird. 
Es werden also die Werthe von r, e”‘, e”“, welche den Stellen auf X, ent- 


sprechen, wo pi =( wird, aus denselben Gleichungen (1.), (1”.) und (4.) 
zu bestimmen sein. Das Eliminationsresultat von e’', e”" aus diesen Glei- 
chungen ist also wiederum die Gleichung (5.). Es haben aber r und r, 
jetzt ihre Rollen vertauscht, hieraus folgt: 


Die Gleichung (5.) ist in Bezug auf r und r, symmetrisch. 
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III. 


zZ 


Die auf den verschiedenen Kreisen K, gelegenen Punkte m,, m}, m, ... 


7 


bilden ein System von Curven, welches wir mit 7’ bezeichnen wollen. 
Schreiten wir längs einer dieser Curven fort, so folgt aus der Gleichung 
1 dp 1 dr . dp 
1. P(w, w (- HE —— ) + — —- +44 = (0 
(1.) en Teer Per a 
(welche durch Differentiation aus Gleichung (1.) voriger Nummer hervor- 
geht), weil P(w, w,) real ist, dass 


\ Be 
(2.) F(w, w,) = As: 
i 2:5 dr + 
Hierbei ist der Werth von Zi aus der Gleichung 
06 , 0G dr, 
(3.) or "Or, dr 0 


zu bestimmen. 

Es folgt hieraus zunächst, dass G@(r,r,) nicht durch eine Potenz von 
r,—r theilbar sein darf. 

Ist nämlich @ =p, ein soleher Punkt der Peripherie K, des Kreis- 
continuums, von welchem in Nr. I die Rede war, zu dem ein auf derselben 
Peripherie gelegener Punkt w, =g, gehört, so würde die Voraussetzung, 
dass @(r,r,) durch eine Potenz von r—r, theilbar sei, zur Folge haben, 
dass die stetige Reihe der Punkte p, eine Curve A bildete, welche zu den 
Curven des Systems 7' gehörte und für welche = —=]1 wäre Nach Glei- 
chung (2.) müsste dann P(w, w,) für alle Werthe © der Curve A, also 
nach einem bekannten Satze überhaupt in der ganzen w-Ebene gleich der . 
negativen Einheit sein. Es wäre also 


' 
was zur Folge hätte, dass w(w, w,) durch einen Linearfactor. w,—cw mit 
eonstantem c theilbar wäre. Dieses ist aber nicht möglich, weil w(w, ıw, 
nicht für «= 0, w, = 0 verschwindet. 

Setzen wir daher in Gleichung (5.) voriger Nummer r, =r, so er- 
halten wir eine wohlbestimmte algebraische Gleichung 

(4.) H(r) =. 

Ist r gleich einer realen Wurzel dieser Gleichung, so fallen die Punkte 
w,, welche den Stellen m,. m,, m,, ... auf der Peripherie K, zugehören, 
theilweise oder ganz auf dieselbe Peripherie. 
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Der Radius des Grenzkreises ist daher mit der kleinsten realen 
Wurzel der Gleichung (4.) übereinstimmend. 
Ist r=a eine reale Wurzel der Gleichung (4.) und w=u eine 


' 


derjenigen Stellen m,, m}, m,, ..., denen auf der Peripherie X, Werthe w, 

“ . o . 0G 0G m 

zugehören, und setzen wir zunächst voraus, dass nicht we und —, für 

1 

r=r,=a verschwinden, so folgt aus den Gleichungen (2.) und (3.), dass 
P(w, w,) in wu gleich der positiven Einheit ist. 

Ist «= R der Radius des Grenzkreises, so bleibt dieses auch be- 


0@ DE . u a6 .. 
stehen, wenn ee für r=r,=R verschwinden würden. Es ist näm- 
2 1 


lich in diesem Falle, wenn H’(r) die Ableitung von H(r) bedeutet, wegen 
der Symmetrie von @(r,r,) in Bezug auf r und r, auch H'(R)=(0.. Ist 4 
die Diseriminante von H(r), so müsste demnach 4 verschwinden. Die Dis- 
eriminante 4 ist eine ganze rationale Function der realen und imaginären 
Bestandtheile von Coefficienten der Funetion F(w). Es sei A einer dieser 
Coeffiecienten. Ferner sei F,(w) diejenige Function, in welche F(w) über- 
geht, wenn wir A durch A,= A+e ersetzen, während wir die übrigen 
Coefficienten beibehalten; endlich sei H,(r) aus F,(w) ebenso hergeleitet 
wie H({r) aus F(w). Wir wollen & real nehmen, wenn in 7 der reale 
Theil von A auftritt, und rein imaginär, wenn nur der imaginäre Theil von 
A in 4 enthalten ist. Alsdann wird die Diseriminante 7, von H,(r) ausser 
für e= 0 erst für einen Werth von e verschwinden, dessen absoluter Be- 
trag eine gewisse Grenze g überschreitet. 

Für die Werthe von & innerhalb dieses Bereiches sind aber der 
Radius des Grenzkreises, sowie die zusammengehörigen Stellen w, w, auf 
seiner Peripherie stetige Funetionen von & Demnach ist auch P(w, w,) 
für dasselbe Werthenpaar w, w, eine stetige Function von &, so lange 
mode <Zg, bis &e=0 einschliesslich (wenn nicht auf dem zu F(w) gehöri- 
gen Grenzkreise F’(w) Null oder Unendlich wird). Da nun diese alge- 
braische Function P(w, w,) in dem ganzen Bereich O<mode<<g den 
Werth Eins hat, so muss auch für e= 0 derselbe Werth erhalten werden. — 


IV. 
Die Gleichung (4.) voriger Nummer kann auch als das Resultat der 
Elimination von e”, e’“ aus den Gleichungen 
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1) verei,ren) = 0), 
2.) (ren, ren) = 0, 
3.) P(ret‘, re) P,(re", re) = 0 


erhalten werden (siehe Nr. II), und es istr=R, der Radius des Grenz- 
kreises, die kleinste reale Wurzel der Gleichung (4.) voriger Nummer. 

Die Gleichungen (1.), (2.), (3.) können auch erhalten werden, wenn 
wir den realen und imaginären Theil von w(w, w,) und den imaginären 
Theil von P(iw, w,) gleich Null setzen. Unser in der Einleitung erwähnter 
Satz besagt daher: 

Wenn r=R der kleinste reale Werth ist, für welchen diese drei (lei- 
chungen reale Lösungen y=y', y,=y zulassen, so ist von selbst der reale 
Theil von 

P(Re*", Re*‘) 


bestimmt. Er erhält nämlich den Werth Eins *), 


a 
Im 75. Bande dieses Journals Abth. I Nr. 5—10 habe ich folgende 
Aufgabe behandelt. 
Es seien 2,, 2, --. 2,.1 In der Ebene der eomplexen Variabeln z 
willkürlich gegebene Punkte, «,, &, ... «@,.;,, (m+1) verschiedene ganz- 
zahlige Wurzeln der Einheit, welche durch eine Gleichung 


(1.) o"—1 = 0 

bestimmt werden, wo a„_m+1l. — Es soll die rationale Funetion 
/IN u ap 
(2.) 3 = Fw 


(von der Gestalt der Gleichung («.) in der Einleitung) so gewählt werden, 
dass w = «, werde für 3=z,, und dass der Radius des zu F(w) gehörigen 
Grenzkreises grösser als Eins werde. — 

Wir haben daselbst diese Bestimmung durchgeführt unter der Vor- 
aussetzung, dass der kleinste Modul der Wurzeln der Gleichung Fe) = U 


*) Hierdurch löst sich das Paradoxon des Herrn Nekrassoff in Nr. 3 seiner Arbeit 
von selbst, da seine Gleichung &(a) = O0 eine Identität darstellt. Aus dem ÜObigen 
erkennt man auch unmittelbar, warum in Nr. 4 seines Aufsatzes Herr Nekrassoff mit 


dr IR 
der blossen Gleichung m; —=() nicht zu meinen Resultaten gelangen konnte. 
’ 
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den Radius des Grenzkreises liefert. Wir wollen hier dasselbe für den 
Fall thun, dass dieser Radius vermittelst der Gleichungen 
v(w,w,) = 0 
und 
F(w)w+Fw,)w, = 0 
erhalten wird. 
Sei wie in Bd. 75 S. 186 Gleichung (2.) 


'S 


(3.) pw) Si nay [.(w), 


f(w) en ae .(w— ia 
a) = 


w— 4; 


\ 


Wir setzen nunmehr 


| 


vw) * g(w), 


[Ab 


wr — 1 
w(Auw" +B) kw) 
und 
(4.) z=F(w) =g(w)+ta.h(w), 


wo a, A, B noch verfügbare Constanten bedeuten, von denen jedoch A, B 
real sein mögen. Ist der Radius des zu g(w) gehörigen Grenzkreises 
grösser als Eins, so sei a=(. 
Im entgegengesetzten Falle wollen wir beweisen, dass wir a so wählen 
können, dass für die Function F(w) in Gleichung (4.) diese Bedingung erfüllt ist. 
Die Gleichung 
F(w,) = F(w) 


eeht für a= wo über in 


(3.) h(w,)—h(w) 
hieraus folgt: 
/6, w, w—1 Aw"+B 
2 - == SR d. 
Ne w w"—1 Aw" +B 


efinden sich » und w, auf der Peripherie desselben um @=0 be- 
schriebenen Kreises, ist also w = re", w, =re’", so folgt: 


m 
mod—- = 1, 
[Ab 
woraus sich ergiebt 
[RL \ le"f'+e np (et He") \( A—B)' arten 
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Sind A, B von einander verschieden, so erfordert diese Gleichung, dass 
(8.) e"r 2 m gr 
oder 
(8°.) e"F em, 
Aus der Gleichung 
F(w)w+F'(w,)w, = 0 
folgt für a= x 


An" + ln —1)B+m+1)Ajw+B , — Aw +[(n—D)B+m+1)Alwi+B _ 5 


(9.) w( A 0" -- > PR | w,(A w 1 7 B) j fs 





Im Falle (8.) wäre für die gemeinschaftlichen Lösungen von (5.) und (9.) 
u" = wi, 


i 


das heisst 


(10.) -Aw”+[(a—1)B+(n+1)A]w"+B = 0 
oder 
(10°.) Aw’+-B = 0 
oder 
1 l 
f h ds 
(10 .) rl ), 


Wenn wir » als ungerade Zahl wählen, so ist (10°) auszuschliessen. 
— Es sei 
(11.) = EN. 2.9 
n A n— ] 
so liefern (10.) und (10°) nur Werthe von w, deren Modul grösser als 
Eins ist. Die Gleichung (10.) stimmt übrigens mit der Gleichung 


überein. 
Die Gleichung (9.) kann vermittelst (5.) auch in die Form 


, \ — (n—1)w”+n+]1 —(n—1)Jw”+n-+]1 
gr. K(w', 0) = — - 7 0 
9.) (W", wi) (w" —1l)((n—1)w"+n+1) ° (e"—1)\((n—Iw"+n+]) 


gesetzt werden. 
Sei a=o+Pßi, so folgt aus 


vF(w)+w,F(w,) = 0: 


ı/ \ 5 } 'r “ „ * 
(12.) a4- ii (aim a q w)wrg ww, 
> K(w", w”) 


MM 


Setzen wir voraus, dass von den Grössen «, ‚? die eine unendlich gross 
an * 
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werde, während die andere endlich bleibt, und nehmen wir an, dass die 
Gleichung (8°) statt habe. Alsdann müssten auf dem Grenzkreise von 
F(w) für diesen Werth von a zwei Werthe w, w, sich befinden, von der 
Beschaffenheit, dass 

K(w’, w}) = 0 


und dass «”, «7 conjugirte Werthe sind. Da K(w”, wi) reale Coefficien- 
ten hat und in Bezug auf die Argumente «”, 7 symmetrisch ist, so würde 
der conjugirte Werth von K(w”, wi) für dasselbe Werthenpaar verschwin- 
den. Aus Gleichung (12.) ergiebt sich demnach, dass auch 


t ! ! ! > ’ 
d— 3 ee. g,(w )w + 9,(Ww;,) und ı 
| K(w'”, w'” ’ 


wo g,(w) aus g(w) erhalten wird, wenn in letzterer Function die Coeffieien- 
ten durch ihre eonjugirten Werthe ersetzt werden, für dasselbe Werthen- 
paar unendlich wird. Es müssten demnach « und / für dasselbe Werthen- 
paar gleichzeitig unendlich werden, gegen die Voraussetzung. Wenn dem- 
nach a=«+pi so gewählt wird, dass der absolute Werth nur einer der 
beiden Grössen @ und 5 eine gewisse Grenze überschreitet, die andere aber 
einen beliebig gewählten endlichen Werth hat, so kann der Fall (8°) nicht 
eintreten. Der Radius des Grenzkreises von F(w) ist daher alsdann grösser 
als Eins. Die nähere Bestimmung von a erfolgt auf analoge Weise wie 
die der entsprechenden Grösse a in meiner Arbeit Bd. 75, Abth. I, Nr. 6—10. 


N PN REN 
RR A RER 








Theorie der elliptisch-hyperelliptischen Functionen 


von vier Argumenten *). 
(Von Herrn F. Schottky in Zürich.) 


Zweiter Abschnitt. 
$ 9, 


Enien wir zu den Thhetafunetionen selbst übergehen, theilen wir sie zu- 
nächst in vier Gruppen, nach dem Congruenzwerth modulo 4, den die Ordnungs- 
zahl des Index besitzt. So gehören in die erste Gruppe 9, und 9,3; = rs: 
in die zweite ©, und 9,4 = 9, in die dritte 9, und 9,34; = %,. end- 
lieh in die vierte ©, ©, und die Grössen 9, I, ete. 

Diese Eintheilung knüpft sich zwar formal an die Wahl der Funda- 
%. Denn die Functionen 


> 


mentalreihe, sie ist aber doch davon unabhängi 
der ersten und vierten Gruppe sind gerade, die der zweiten und dritten 
ungerade; ferner verhalten sich die der zweiten und vierten Gruppe svzy- 
getisch, die der ersten und dritten azygetisch zu den beiden ausgezeich- 
neten Functionen ©, ©,. Also diese beiden rufen die Unregelmässigkeit 
hervor, die zur Aufstellung der vier Gruppen zwingt. 

Zwei Grössen ©,, 9,,, deren Indices eomplementär sind, die also 
durch die ausgezeichnete halbe Periode = in einander übergeführt werden. 
nennen wir zugeordnete Functionen. Für die T'heta der ersten und dritten 
Gruppe ist das Product ©,9,, ungerade, für die übrigen zerade. 

Wir setzen aber in der nächsten Untersuchung die Argumente nicht 
als unbeschränkt voraus, sondern gehen zunächst darauf aus, eine partieu- 
läre Lösung zu finden, und zwar diejenige, die den Bedingungen: 


() = ), @) — {) 


T 
entspricht. Wir nehmen also diejenigen beiden Theta. deren Entwicklung 
mit der zweiten Dimension anfängt, überhaupt gleich 0 an. 


*) Fortsetzung von Seite 178 dieses Bandes. 
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Alle Relationen haben die Form: 
(1.) (af, afK, afL)e.c,»9ır9axr + etc. = CC, 9, Yxr- 


Die Vorzeichen aber ändern sich nieht, wenn man ZL durch In ersetzt. 
Denn es ist: 


(af, afK, afLn) = (af, afK, afL)(af, afK, n). 
Der zweite Factor auf der rechten Seite ist +1 oder —1, je nachdem: 
Oak 
90 
eine gerade oder ungerade Function ist. In unseren Gleichungen aber 
bedeuten ©,, ©,, ete. stets gerade T'heta, und deshalb ist: 


(af, afK, afLn) er (af, afK, afL). 


Aus dieser Bemerkung lässt sich eine Folgerung ziehen, die wir mehrfach 
brauchen werden. Indem man Zr statt L schreibt, hat man jedes Theta, 
das in der Relation vorkommt, durch sein zugeordnetes ersetzt. Da hierbei 
die Vorzeichen ungeändert bleiben, so gilt der Satz: 

Alle T'hetarelationen, und alle Schlüsse, die aus ihnen folgen, bleiben 
bestehen, wenn man jedes ©,, durch das entsprechende ®,, ersetzt. 

Die Gleichungen (1.) sind im allgemeinen sechsgliedrig. Sie redu- 
ciren sich auf viergliedrige, auch bei unbeschränkten Argumenten, wenn 
in zwei Termen die Factoren e und c,, die der Voraussetzung nach 0 sind, 
vorkommen. Wählen wir dann noch die Periode Z so, dass ein Glied die 
verschwindende Funetion © oder ©, enthält, so besteht die Gleichung nur 
aus drei Gliedern. Diese Gleichungen sind die einfachsten, und wir nehmen 
sie zum Ausgangspunkt. Es treten aber in ihnen nur die ungeraden und 
zu ©, ©, syzygetischen Funetionen auf, also die Thheta der zweiten Gruppe 
9,; und 9,;n- 


$s 10. 
Die ersten speciellen Relationen, die wir benutzen, sind folgende: 
(1.) (213), 63494931 + (3| Der 631 9a 97 + (1|2) es Can 9491: — (, 
(2.) Cr Con 99a — Casa Cı35n a9 = (12)(3|He; Cor. Man Yan: 


Die erste Gleichung beruht auf der azygetischen Reihe von Producten 
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gerader 'Theta: 
9, Vor 5 zur: 991225 9,9235 9,924; 9, Itn* 


Zwischen diesen sechs Grössen muss, dem allgemeinen Satz zufolge, eine 
lineare Relation bestehen, deren Coefficienten 

Feen: +++ ElnCa Hola 
sind. Die beiden letzten Coefficienten sind aber 0. Wenn man nun die 
Argumente um die halbe Periode = 4 vermehrt, so geht ©, in © über, 
und man erhält die Gleichung (1.), nur dass die Vorzeichen noch zu be- 
stimmen sind. 

Diese Vorzeichen seien der Reihe nach &, &. &. Bringen wir das 
letzte Glied, mit positivem Vorzeichen, auf die andere Seite. so bekommt 
das erste Glied das Zeichen —&;8;: 

8850,03, a9 +" = Can Ia9ı2n- 
Um jetzt —&,8, zu finden, hat man den Index 3 mit 1. 2347 und 14 zu 
ecombiniren: 
— 68 (13, 24n, 134) = (13, 24, 134) = (2115). 
Nimmt man also «= (2|3) an, so wird 3= (1/2). Damit sind die Vor- 
zeichen der Gleichung (1.) verifieirt. Da aber diese Zeichenbestimmungen 
beständig in derselben Weise wiederkehren, so übergehen wir sie von jetzt an. 

Die zweite Formel basirt auf der Reihe: 

Or 975 Orsa 9ns Ossn 92 
dns; mM, 91 9sors; 


L 9 


und sie wird gefunden, indem man in der Gleichung, die zwischen diesen 
Producten besteht, die Argumente vermehrt um die halbe Periode L = 345. 


Wir schreiben nun in beiden Relationen zunächst —(«) für e, und 
«py) oder (zAuve) für e,;,., sodass wir erhalten: 
213)(1)234)0,O32+" = 0, 
(145,235) 9,94 = -12)38|H65)(12345)9... 9 


Nun sind aber leicht aus der Definition des Ausdrucks (m) folgende Be- 
ziehungen zu erkennen: 
(O)L1234) 


(1)(234) — 
U 913 93 014 
(5)(12345) 
EN/DRFN\N _ nun 4 
(145)(235) u 


ir ' 











196 F. Schottky, Theorie der elliptisch-hyperelliptischen Functionen. 


und da wir (0)(1234), ebenso wie (5)(12345), als gemeinsamen Factor 
fortlassen dürfen, so ergiebt sich einfacher: 








10) 237 Oo. rn 10) 9: 
218) —% 311) —— is 112) ——— = 0, 
Ir Kr 23 7: | ” Q31 932 13; 
9, r. RE | 
. en — (1 12)(3|4)9:... zn 


9: FT = 951 923 914 Ia4 
Wir führen statt ©,,; und ©,;. Hülfsgrössen A,;, B,; ein, indem wir setzen: 


| ,; — 1.5 Ä2;> 


(8. 
| © ,sn . (@ IP) 2 
123 
Hier ist A,,= A,;, dagegen B,,=—B,;. Diese A, B genügen dann den 
Gleichungen: 
, (| AuBs+ Au Bu+AyB:: =(\, 
(4) ' 


| Au Ay — Ay Au une; B.;B;.. 
Bilden wir den Quotienten: 


B “ 
/= BR: _ 
e). u ur — C p 
\ ) Aus a 


so ist dieser, ebenso wie B,,;, alternirend. Wir wollen eine Gleichung 
ableiten, die zwischen diesen Quotienten allein besteht. Indem wir in den 
Gleichungen (4.) B,; durch A,;C,; ersetzen, erhalten wir: 
A4AsCa3 + Ay Az Ca + A,A2C;; u. 0, 
A4uAs— As Ası u A,AR 040, 


und hieraus: 


(6.) And — ua 
? j A, ‚4,, C,(l- C,, nut 
” Ad _ 1-96. 
(4) A, er Bo = IC, 2 


Hier aber, wie überhaupt in ee unsern Formeln, dürfen wir die Indices 
permutiren. Wir dürfen also in der letzten Gleichung 2 und 4 vertauschen: 


4,4, _ 1-0,0, 
A, ci TA 


Vergleicht man dies mit (6.), so folgt: 
C.(1-C,C;) = (3—0,, 


oder: 


(8.) Ca + Cy-+ C;, 4 C C,; C,, = 0. 





h 
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Wir führen jetzt direct den T'hetaquotienten: 
9) Bun 7 u 
ein. Nach (3.) und (5.) ist: 


Du on Ga. 
u a 
also haben wir: 
(10.) EC) 30 


TuA 
Führt man dies ein, so geht die Gleichung (8.) über in: 
en 
e(a,—a,)e(a—a,) e(a,—a,)e(a,—a,) e(a,—a,)e(a,—a,) 
Wir können aber sofort eine zweite Gleichung zwischen denselben Grössen 
Ta, Toy, I, hinzufügen: 
a\ DT, 3 T,, T |, 

(12.) e(a, —a,)e(a, —a,) ” e(a,—a,)e(a,—a,) es e(a, a )e(a, a, )  EnPyF 
Denn da alle Thetarelationen richtig bleiben, wenn man jedes ®, dureh 
9, ersetzt, so muss auch die Gleichung (11.) bestehen bleiben, wenn man 
die drei Grössen x2,., 23, 2, durch ihre reeiproken Werthe ersetzt. 


SR 


11. 


Setzt man 2, =2, 27, =Y, 7» =3, so hat man für x, y, 3 in den 
letzten Formeln des vorigen Paragraphen zwei Gleichungen. Betrachtet 
man sie als Gleichungen einer Raumeurve, so ist diese vom Range 1, und 
ihre Coordinaten können sehr einfach durch elliptische Funetionen einer 


Variabeln « ausgedrückt werden: 

z=e(lu-a), y=elu-a), 2=e(u-a;). 
Bei dieser Substitution stellen (11.) und (12.) die bekannten Jacobischen 
Additionstheoreme dar. Es ist aber vortheilhafter, v+a,+a,-+a, statt » ein- 
zuführen. Setzt man: 


(1.) z,, = e(u+ta,+a,), 
so werden nicht nur die Gleichungen (11.) und (12.) erfüllt, sondern alle, 
die aus ihnen durch Vertauschung der Indices 1, 2, ... 8 hervorgehen. 
Und es ist leicht zu sehen, dass diese Formel auch die allgemeine Lösung 
des Systems darstellt. Denn jedenfalls kann man die Gleichung (1.) gelten 
Journal für Mathematik Bd. CVIII. Heft 3. 26 














198 F. Schottky, Theorie der elliptisch-hyperelliptischen Functionen. 


lassen für «@$® = 12, 13 und 23. Zwischen z,,, &;, und x,, bestehen nun zwei 
ähnliche Beziehungen, die gleichfalls erfüllt werden für &,, = e(u+a,+a,) etc. 


Eliminirt man aus diesen z,,, so bekommt man eine quadratische Gleichung 


zwischen x,, und x,, zur Bestimmung von x. Allerdings definirt diese =,, 
noch nicht eindeutig, wenn man 2, = e(u+a,+a,) annimmt, aber man kann 
eine zweite Gleichung aufstellen zwischen z,, und x,,; beide haben dann nur 
die Wurzel x, = e(u+a,-+a,) gemeinsam. 

Ebenso aber, wie die Gleichung (1.) eine vollständige Lösung des 
Systems darstellt, dürften wir auch 

2, = —e(u+ta,+a,) 

setzen, und es ist wegen der folgenden Entwickelungen vortheilhaft, wenn 
wir das Vorzeichen noch nicht fixiren. Wir nehmen deshalb an: 

(2.) X; = d.e(u+a,+a,) (a3 = 12, 13, ... 78), 
wo ld ein Vorzeichen ch das wir beliebig wählen dürfen, das wir 
aber noch unbestimmt lassen. 

Jetzt kehren wir zu den Grössen A,;, B,;, C,; zurück. Es ist, 
nach (10.) im vorigen Paragraphen: 


C ‘. e(a,— a5) 


u e(u+a,+ta;) 
und somit, nach (7.): 
a e(a, —4a,)e(a,— a) Wr 
Ah e(u+a, +a,)e (u-+a, +a) 
A ,4,, 


e(a,—a, ‚)e(a, —4,) 


e(u-a, +a, )e(u-+a, +a,) 
Hier sind Zähler und Nenner .elliptische Funetionen zweiten Grades, der 
Klasse, welcher e’(w) angehört. Der Quotient ist aber auch nur vom zwei- 


ten Grade, weil Zähler und Nenner einen Unendlichkeitspunkt: u = —a,—a,, 
und einen Nullpunkt: «= —2a,, gemeinsam haben. Diese Function zweiten 
Grades verschwindet offenbar für v= —a,—a, und u= —@—a,, und sie 
wird unendlich für v= —a,—a,, w=—@-—a,; ferner wird sie gleich 1 für 
“= —q4—a,+s. Deshalb ist sie mit folgendem Ausdruck identisch: 
4,4, _ 9(a,—a,)g(a,—a,) f(ura, +a,)f(uta,-ta,) 
A,4,. 9(a—a,)g(a,—a) f(uta,+a,)f(utra,+a,) 
Führt man die T'hetafunetionen wine ein: 
en. 
aß a 


und bemerkt, dass 


1.59(a,— 4;) “.. T 43 





ER 


a 





RR 


aa 
an 


WE an age 
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ist, so folgt: 
(3 ) 9 9;; Nafa3 f(u ra, +a,)f(u 1 q, +a,) r 
“ 9,9; "ıafzı f(u +4, +a,)f(u+a, +a,) 


Wir können auch 


(14][23] +. tur 
BR 9 Tun, 
schreiben, da 
4 
[aß] = 


VraVrs 
ist. Dann führt die Gleichung (3.) zu folgendem Schluss: 
Wird allgemein: 


9, = [ePlf(u+a,+a;)R,; 
gesetzt, so Ist: 
TE 
R,&,, 


mithin dürfen wir nach dem schon in $ 4 aufgestellten Hülfssatz AR,R, statt 
R 
P hinzu; dann gewinnen wir den Vortheil, einen der acht Faetoren AR, will- 


setzen. Wir fügen noch einen von den Indices unabhängigen Faetor 


aß 


kürlieh wählen zu dürfen. Aus den Gleichungen: 
(4.) 9, = [eßlf(uta,+a,)R.R;P, 
= d.e(u+ta,--a,) 


folgt dann: 


(5.) ©, >= 0.|eß]g(u+a,+a;)R,R;P. 


apyr 


Hiermit sind die Folgerungen erschöpft, die wir aus den am Anfang des 
vorigen Paragraphen aufgestellten Relationen ziehen können. 


$ 12. 

Wir bilden noch eine T'hetarelation von anderer Art, die ebenfalls 
nur die Grössen 9,,;, 9,;, enthält. Diese führt zur Bestimmung der Fac- 
toren R,. Wir betrachten die azygetische Reihe, die durch die fünf Pro- 
ducte 9,3 7 (@ = 1, 2, 3, 4, 5) und 09, gebildet wird. In der Glei- 
chung, die hier besteht, fällt das letzte Glied fort, und wenn wir eine Aen- 
derung der Argumente um die halbe Periode L = 5678 eintreten lassen, 

26* 
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auch das fünfte; es ergiebt sich: 
(11234) 0345 6078 915 95. ++ (1123) C1235 Cu 95 Os. = 0 
oder, wie wir kürzer schreiben können, da die einzelnen Glieder aus dem 
ersten durch Vertauschung des Index 1 mit 2, 3, 4 entstehen: 
(1.) = (1123) 035613 95 sr = 0. 


1230 





Nun ist aber nach den Schlussformeln des vorigen Abschnitts: 
CC = [2345 ]’h(a4;) 
und nach (4.) und (5.) im vorigen Paragraphen: 
94,9, = I[15Th(u+a -+a,)R;R;P’. 
Folglich erhalten wir: 


> (1|234)[15][2345]’A(u+a,+a,)h(a,+@,+@,+a,)R} = 0. 


1.2.3.4 
Wir stellen jetzt die Gleiehune auf, die sich aus der Definition des Aus- 
) g Ä 
drucks [m]| ergiebt: 
[5][12345] 


12 Ns "4 


[15][2345] = 


Der Factor [5]’[12345]’ wird dann allen Gliedern gemeinsam, und es ist: 
234)h(a,—a;)h(a,—a,)h(a,—a,). 


2,2% .2 
"ıarızfıa = (1 





Daher folgt: 

(2.) >53 h(u+a,+a,)h(a,+a,+a,+a,)R! — (0 

bu 1234 h(a,—a,)h(a, —a,)h(a, —a,) 

Von dieser Gleiehung gelangen wir zu einer viel einfacheren auf folgende 
Weise. Bilden wir: 

(3.) » te Ha re, Fa HD, 

ui 1,2,3,4 h(a, —a,)h(a —a,)h(a,—a,) 
so sind die einzelnen Terme dieser Summe T'hetafunctionen zweiten Grades 
von x, aus derjenigen Klasse, in der h(x) ein ungerades Theta vom ersten 
(Grade darstellt. Sie sind alle gleiehändrig mit | 

h(z)h(z+u+a,+@+a;,+a,), R 

und die Gleichung (2.) zeigt, dass ihre Summe verschwindet für x = a.. 
Ebenso muss aber die Summe verschwinden für 2=«,, a, a,; folglich 
muss sie identisch O0 sein; denn eine T'hetafunetion zweiten Grades kann 


nieht für mehr als zwei incongruente Werthe verschwinden. 
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In Folge dessen ist der Ausdruck (3.) gleich 0 für jeden Werth 


von z&. Wir setzen nun e=—u-a, Dann redueirt sich die Gleichung 
auf die dreigliedrige: 
(4.) zarte gi ,g 


2 h(a,—a,)h(a,—a,) 
Hiermit vergleichen wir das Additionstheorem der Function Au): 


h (w—a,)h(w — a, )h (a,+ a, —w—w') 





z en, d 
Wir sehen daraus: Werden zwei Variable w und w’' .so eingeführt, dass 
w+w = u, 
RR, _ h(w—a,)h(w'—a,) 
R? h(w—a,)h(w'—a,) 
ist, so folgt von selbst, dass auch: 
R, _ h(w—a,)h(w—a,) 
R’ Bi h(w—a,)h(w'—-a,) 


ist. Da man für 3 auch jeden der folgenden Indices 4, 5 etc. setzen darf, 
so ist allgemein: 
RE _ h(w-—a,)h(w'—a,) 


R3 ° h(w-a,)h(w'—a;) 
Eins der R können wir willkürlich wählen. Deshalb können wir allge- 
mein für AR, folgenden Ausdruck annehmen: 


R, = h(w—a,)h(w—.a,) (a=1,2,...8), 


Für # ist jetzt die Summe ®w-+w' zu setzen. 

Hiermit sind, was das Wichtigste ist, die beiden Hülfsgrössen w, w' 
eingeführt, durch die wir die Abelschen Funetionen in dieser partieulären 
Lösung auszudrücken haben. Die Darstellung von ©,,; und ©,,;,, wird sehr 
einfach. Wir setzen 

h(w—a,) = H,(w). 


Das Vorzeichen von YH,(w') werde willkürlich fixirt, und das von YA,(w) 
so, dass: 
R, = VH,(w)VYH,(w') 
ist. Ferner definiren wir: 
BOT 
YH,(w) = 


Y H,;- (w) 


YH,(e)YH;(w), 
YH,(w)Y H;(w) YH,(w), ete. 


IE 
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und ähnlich: 
VE), VH5.Ce), ete. 
Dann ist: 
R,R, = VH,;(w)VH,;(w'). 
Also bekommen wir: 
|,,;, = [eAlf(e+w+a,+a,)/H,,(w)VH,;(w)®, 


| On RR ) lo, ’\glw + w+ A, + a;) VH,; (w) YH,; (w) 2, 


oder, wie wir auch sehreiben können, indem wir unter m irgend einen zwei- 


(D.) 


i 


gliedrigen Index verstehen: 


0 Se = mirtotw ta VENEN), 
| Q,. = ![m]g(w+w'-+a,)VYH,(w)VYH,(w')®. 


Dies ist die gesuchte Darstellung der Functionen der zweiten Gruppe. 


$ 13. 


Wir gehen zu einem neuen Gleichungssystem über, das freilich 
eigentlich schon in der Relation (1.) im vorigen Paragraphen enthalten ist. 
Diese viergliedrige Gleichung gilt unter der Voraussetzung, dass die Con- 
stante ce und die Function © gleich 0 gesetzt werden; sie ist auch richtig, 
wenn ce, und 9, von O verschieden sind. Die Voraussetzungen sind daher, 
abgesehen von der etwas specielleren Vorzeichenbestimmung, symmetrisch 
in Bezug auf alle neun Indices 1, 2,.... 8 und nz, und es ist erlaubt, 
mit einem der primitiven Indices zu vertauschen. Je nachdem wir 7 mit 
5. 6 oder 4 vertauschen, bekommen wir die drei verschiedenen Formeln: 


2 (11234) Cor Car Os Ir = 0, 


1,2,3,4 


(1.) -_ (11234) Ca Can 95 95 = 0, 


+ 


r 


we. 


v 


vw 





‚(Al | 25) Cor C235n Is O5 = Cı235 Corsa Ossn Osn- 


1,2,3 


Die Summen sind überall so zu verstehen, dass aus dem hingeschriebenen 
Gliede die übrigen durch Vertauschung von 1 mit 2, 3 und 4, in der letzten 
Gleichung von 1 mit 2 und 3 entstehen. 


Man sieht leicht, was dieses System leisten soll. Es kommen in h 
ihm nur die Funetionen der zweiten Gruppe ©,; und ©,;., die als be- 


kannte Grössen zu betrachten sind, und die der dritten Gruppe 9,,,, © 


an 
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vor. Man hat also ein System linearer Gleichungen zur Bestimmung dieser 
Unbekannten; und wir wollen bald erwähnen, dass dasselbe ausreicht, um 
alle Grössen ©,,, O,;- 

Damit aber in diesem etwas complieirten System wenigstens die 


linear durch zwei unter ihnen auszudrücken. 


Coefficienten eindeutige Funectionen der Parameter werden, sondern wir be- 

stimmte eonstante Factoren von den einzelnen 'I’hetas ab. Und zwar von 
den Factor [«P], von ©,,, denselben Factor, aber noch behaftet mit 

dem Vorzeichen d; ähnlich den Factor e, von ®,,, und —dee,,,. von ©, ;,: 
(2.) 0, [eP]0., Oasn = I[eP]0.;r; 


a, 


f& a! - -— » 7 - — ) 
(3.) Wi. er C, Oun> O5; RE — EL 54 0 


2,8 
J ur, 


Der Grund, aus dem wir von ©,,, auch das Vorzeichen — de absondern, 

liegt, wie man bald sehen wird, in der dritten Gleichung des Systems. 
Nun setzen wir noch die Ausdrücke für die T’heta-Nullwerthe ein: 

—(o) für e,, (aßy) oder (zAuvg) für C,s,a; 
feßyö]fCa.;,) oder elzkur)g(a,,,) für 

wobei allerdings, da jedesmal zwei Ausdrücke zur Verfügung stehen, eine 

zweckmässige Auswahl zu treffen ist. Dadurch erhalten wir zunächst fol- 

sende Umformung: 


x (11234)[2345][15] 23) (1)g (a) 914012 = 0, 


cM 


1.2.3.4 


\ 


x(1j234)[2345][1 15] (156) (178) fa) 015015 = 0, 
(4) ‚2,3,4 
3(1/23)[2345][15])(235) (145) 9 (@2345) 9150145 


1.2.3 

11235145] (12345) (d)f(a1235) Os O5: 
Hier benutzen wir die Hülfsformeln. deren Beweis sich unmittelbar darbietet: 
DD 1112345) 





[2345 ][15] = a 
BETEN [12345] 
[1235][45] = PB F 
R ATETEr 
(0)(1234) 
2391) = I 
I12 913 914 
i SHIAE) 
156178) = CR 
9; 9,3914 


(5)(12345) 
G13 913 924 9 
Die Ausdrücke im Zähler stellen überall Factoren dar, die allen Gliedern 


(235)(145) = 
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semeinsam sind und deshalb fortgelassen werden dürfen. Auf diese Weise 
werden die Gleichungen schon etwas einfacher: 


ze een), 








1,2,3,4 N afı3 fıs Qıa Iı3 Ts 
6 A,. 0,.0... 
P3 (1 | 234) ft u and 2 5 EN Ö, 
1,2,3,4 Tg" fıs, Tıa Iıa Ihr 
B3 (1 123) + HE Fr A [(a, 235)0457 057 
| . = , 
1,2,3 N alfa Tı2 Tı3 924034 nal zu 


und wenn wir nun noch die Formeln: 


N alas = (0 IP) f(a,—4;) ) en g9(a, —4;) 





daß 
anwenden, so ist die erste Reduetion beendet: 
5 _9a,+a,+ a, + a,) O15n Oın u () 
1,2,3,4 fCa, z2% a,)f(a, —a,)f(a, —4,) 
(5.) f(a, +4, + a, Eu a,)0,, 0,56 = (0 
Kr. ’ 





1.2.3.4 f(a, —a,)f(a, —a,)f(a, Sy a) ii 


. 9(a,—a,)g(a,—a,)g(a,+a,+a,+a,)0,,0,,. 
222 L + a2 4 5705038 — fg +++ 0,)Ogr sn 
z fa, —a,)f(e, —a,) (Kart @+0 +0) 075 


Jetzt führen wir für o,; und o,;„ ihre Ausdrücke ein: 
0, = f(w+w'+a,+a,)YH,;(w)VH,,(w)®, 
O,5n = gw+w+a,ta,) YH,;(w) YH, „w)®. 
Gleichzeitig aber ersetzen wir 0,,, 0,;, durch bestimmte Hülfsgrössen 
eo 























pP, 
en Toy) 
(6.) 
OÖ — EN WPupr 5 
aßy ver — = 
YHas; (w) VH,s,(w ) 


Dann erhalten wir zur Bestimmung der Grössen 
ir I arte "Fe > Ve 
ein System linearer Gleichungen, deren Coeffieienten eindeutige Functionen 
von w, w' und den Parametern sind: 
z (ta +a+a)Jwtwta+a) y _ g 
1,2,3,4 f(a, —a,)f(a, —a,)f(a, —a,) 
5x fa,+a,+a,+a)f(w+w+a+@) 5 _ 0 
(7) 21234 f(a, —a,)f(a, —a,)f(a,--a,) a 
z a0), a), +, +0,+0,)fwtrw ta, +a,) z 
1,2,3 ffa, —a,)f(a,—a,) a 


= f(a+®+9+a,)g(w+ w+a,+a,)h(w—a,)h(w—a,) P,. 
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Aus diesem System lassen sich Folgerungen ziehen, die sehr einfach sind 
und unmittelbar die richtige Darstellung von #,, #,,, ergeben. 


s 14. 

Betrachten wir zunächst die erste der drei Gleichungen, so muss 
diese richtig bleiben, wenn man a, durch a,. a; oder a, ersetzt. Setzt man 
aber eine Veränderliche z für a,, so werden alle Glieder elliptische T'heta- 
funetionen zweiten Grades von =, die unter einander gleiehändrig sind. 
Daher wäre ihre Summe eine 'T'hetafunetion zweiten (Grades, die ver- 
schwindet für e=a;, @, 4-, da. Dies ist nur möglich, wenn sie iden- 
tisch O0 ist. 

(sanz ebenso können wir in der zweiten Gleichung den vorkommen- 
den Parameter a, wenigstens auch durch a, ersetzen. Ersetzen wir ihn 
wieder durch eine Veränderliche x, so hätten wir eine T’hetafunetion zweiten 
Grades, gleichändrig mit: 

fa)fa+ta+a+a,;+a,+uw+w), 
die für e=a, und r=a, verschwindet. Auch diese muss offenbar iden- 
tisch 0 sein. 

So erhalten wir statt der beiden ersten Gleichungen des Systens 
(7.) die folgenden: 
g(a,+a,+a,+r)g(w+w'-+a, x) 7 

1 


B: vu £ \ = U, 
123,4 f(a, —a,)f(a,—a,)f(a, —a,) 
> fla,+a,+a,+z)f(w+w-a,+r) v.—_0 


34 f(a,—a,)f(a,—a,)f(a,—a,) 
in denen x eine Grösse bedeutet, der wir einen willkürlicehen Werth bei- 
legen dürfen. Wir nehmen in der ersten 2= — w--w —a,-+s, in der zweiten 
z=—-w-—w'—a,, wodurch beidemal das vierte Glied fortfällt. und kommen 
so zu den einfacheren Relationen: 

(1.) ‚_f(a,+0,—w —w') vr —N(, 
23 f(a,—a,)f(a,—a,) 
a, ta, —w—w' ; 
(2) Ze area a Fin = 0 
Die erste Gleichung würde erfüllt, wenn wir setzen: 
Y = f[w-a,)f(w'—a,): 
aber ebenso durch die Function: 
g(w-a,)g(w —a,). 
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Wir können nun jedenfalls zwei Grössen M und N so bestimmen, dass 
die Gleichung: 

P, = Mf(w-a,)f(w—-a,)+Ng(w—a,)g(w'—a,) 
gilt für «= 1 und «=2. Dann folgt aber aus (1.), dass sie auch gilt für 
@=3, folglich für jeden Index der Reihe 1, 2,... 8. 

Wir wollen für die Zwecke der nächsten Untersuchung die beiden 
Funetionen: 
ni | Kw-a)Ku'-a) = Ka), 
ly(w—a)g(w'—x) = L(«) 
setzen, und den Ausdruck: 

(4.) MK(xz)+NL(x) mit (x) 
bezeichnen. Aus der Gleichung (1.) folgt demnach, dass eine mit K(x), 
L(x) gleiehändrige elliptische T'hetafunetion zweiten Grades, (x), sich 
definiren lässt, die allgemein für z=a, den Werth 7, giebt: 

(5.) F. = Pl). 

(ranz ebenso ergiebt sich aus (2.), dass für die Combination 56, 

und allgemein überhaupt für jede zweigliedrige Combination #4, ein Ausdruck 
(6.) (x) = M,K(«)+N,L(«) 
definirt werden kann, so dass für jeden Parameter a,, der von a,, a, ver- 
schieden ist: 
(7.) Pa) = Von 
wird. 

Auf diese Weise entspringt aus. den beiden ersten Formeln des 
Systems (7.), das am Schluss des vorigen Paragraphen aufgestellt ist, eine 
Reihe von Funetionen: 

Pa), Parla), Pa), -.. Pr2), 


deren jede linear aus K(x), L(x) gebildet ist, und die so beschaffen sind, - 
dass allgemein: 
Fla,) für 9, 9,(a) für #,, i 

gesetzt werden kann. 
Die letzte Formel des Systems ist eomplieirter, aber ihr Kern ist F 


eine einfache und wesentliche Beziehung zwischen 7,, (2) und F(z). 
In der Summe, die auf der linken Seite steht, ersetzen wir den 
Parameter a, durch r—s, und bezeichnen die T'hetafunetion dritten Grades, 
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die auf diese Weise entsteht, mit C(®) 


Ca) = ze-af@-a)f@+a,+a,ta)fitw' ta, ta) y_ 
1,2,3 f(a,— a,)f(a, --a,) 


Die Gleichung selbst sagt dann aus, dass: 


(8) Cla,+s) = fa+m+a;ta,)gw+w-+a,+ta,)h(w—a,)h(w—a,) P, 
ist. Wir können aber die Function C(z) — und damit auch den Werth 
C(a,+s) — noch in andrer Weise darstellen. Setzen wir r =a,, so redueirt 

4 / 1 


sieh die Summe auf ihr erstes Glied. und zwar wird dieses: 
C(a,) = fa +9+a,+a,)fw+tw-+a—a;) P, ;,. 

Hieraus ziehen wir den Schluss. dass für alle Werthe von r: 

(9.) C(z) — fla, + a,+ a; + a,)f(w Lw+tr+ta; pP. ; 
ist. Denn der Ausdruck reehts ist eine T'hetafunetion dritten Grades von 
derselben Beschaffenheit wie die einzelnen Glieder der Summe (C/r\. und 
er stimmt dem Werthe nach mit C(x) überein für r=a,, 4. a,. 

Aus der Vergleiehung von (8.) und (9.) folgt: 


\ 


P,(a,+s) = h(w-—a,)h(w—a,) P,, 
oder, da wir statt 4 und 5 irgend zwei Indices der Reihe 1 bis 8 nehmen 
können, und ausserdem: 
/ N x / „! B er 4 x f x 
hw-a)h(w—x) = K(z)L(«, 
ist: 
(10.) P,,(a,+s) = K(a,)L(a,) P(a;). 
Denkt man sich die beiden Coeffieienten M und N der Funetion (x) 
als bekannt, so müssen sich durch diese Formel auch die Coeffieienten von 


P,,(x) bestimmen lassen; denn sie giebt den Werth von #,,(z) fürr=a,+s 


4 


AN “ 


und für 2=a,+s. Wir hatten angesetzt: 
Y (2) _— M,; K(x) u: N ; L =). 


PN 
Daraus folgt: 
P,(c+s) = M,„L(z)+N,K(e). 


Daher ist, nach (10.): 
P M,.; N,; 


Pla) = —— + 
\ K(a,) Lfa,) 


A, 
Wir können diese Formel auch so interpretiren, dass wir sagen: es ist 
M.K(z) , Naulfe) 


(11.) P(2) = 277 
(11 s 7) K(a,)K(a;) r L(a,)L(a;) 
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für e=a,. Der Symmetrie des Ausdrucks wegen gilt dasselbe für = a,. 
Folglich ist die Gleichung (11.) richtig für jeden Werth von x. Dann 


muss aber: 
M, = K(a,)K(a,)M, 


N,, = L(a,)L(a,)N 
sein. Wir erhalten also: 
x) = MK(z)+NL(e), 
P,(@) = MK(a,)K(a,)K(@)+NL(a,)L(a))L(e), 
P, = MK(a,)+NL(a,), 
P,. = MK(a,)K(a)K(a,)+NL(a,)L(a)L(a,) 


Hiermit sind die Folgerungen erschöpft, die sich aus dem linearen Glei- 


(12.) 





chungssystem ziehen lassen; zur Bestimmung von M und N brauchen wir 


Gleichungen, die quadratisch sind in Bezug auf die Grössen #,, Pu 


$ 15. 
Wir hatten, um die 'T'hetarelationen leichter behandeln zu können, 
o-Functionen an Stelle der Theta eingeführt, und zwar war 
6] = (60 
(1.) 1 ar [74 
lo an 
afynı afr 
gesetzt worden. Weiter hatten wir an Stelle der o Hülfsgrössen #,, #,,; 
eintreten lassen: 


any 
— — dee 


ady 


r 





0. =— P, un 2, 
( / / ! 
YH.yH, 
(2.) 
OÖ; = Ya D. 
a3} YHus; V H},;; 


Ich schreibe hier der Kürze wegen H,, statt H,(w), H,, statt H,(w'). Die 
Vorzeichen der Wurzelgrössen mit zusammengesetztem Index waren so 
fixirt, dass 
YH,;, = VH,YH;,VH, 

ist. Die Grössen #,, #,;, haben wir nun in bestimmte Formen gebracht. 
Es ist aber vortheilhaft, wenn wir o,,, noch in einer etwas andern Form 
darstellen, die sich auf den zu «?y complementären Index #4uvo bezieht. 
Wir setzen: 


D ur 

f m u SE ne 

(3.) Guy = 8, 
} H »Auve | Hyauvo 






Ba a ae ar ar a BE ee 
EINEN NE , = 


144 


N a RE 
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Zwischen #,,, und #,,.,, besteht dann die Beziehung: 


Y 

v ’ — ee Pr, Q- 
„r.uvo Hs; aßr Pr? 
und da: 


Ha, His, = K(a,)K(a,)K(a,)L(a,)L(a,)L(a,) 


aßy 
ist, so folgt: er Brand. 
vw  _ _VHnVHEM 5 YHRYHEN 
»Auvo L(a,)L(a;)L(a,) K(a,)K(a;)K(a,) 





Wir setzen nun: 
YH„yH,„N 





(4.) Ka)KQa,)...Ka) =M, 
_ IHyYEM  _ x 
L(a,)L(a,)...L(a,) = Vo 


Dann ergiebt sich: 
P,iw. = MK(a,)K(a,)...K(a)+NL(a,)...L(a,). 

Wir können also wieder #,,,, als den Werth auffassen, den eine Function 
Pın(&) = MKla,)...K(z)+NL(a,)...L(z) 

für 2=a, annimmt. 

Hiervon machen wir Gebrauch bei der 'T'hetarelation, die wir jetzt 

entwickeln. Es war schon in $4 bemerkt, dass zwischen den vier Funetionen: 
O4 9 Oz sn 9125 

eine lineare Gleichung besteht, deren Coefficienten die Nullwerthe dieser 

vier Producte sind. Geht man zu den zugeordneten Functionen über, so 

bekommt man die Relation: 


23579 2457 “315793 T> 9, 7 n 


(9.) (23 | 14) Cs a C235 1 O3 O,3; = (;Cor8n G, L Gors , 
und wenn man die o statt der © einführt: 
=(23|14)(145)’(235)’ 0,50; = —Je(5)’(12345)’0,, 06. 


Nun ist aber: 
(145)(235) _ ie 
(5)(12345) Yı2 13 024054 
folglich: 
(145)°(235)° _ I E,  . 
(5)°(12345)’ e(a, —a,)e(a, —a,)e(a,—a,)e(a,—a,) 
Demnach wird unsere Gleichung: 
0 0 


SS 105 333 
23 e(a,—a,)e(a, —a,)e(a,—a,)e(a,—a,) 


F 





= uapee hr: OÖ, N Org» 
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Nun setzen wir: 


D 
= —_ > 
Ir YH, YH' 9 
7 Dis d . 
(Ge = ——=B,_ ee; 
/ / a 
a 
dagegen: 
Osrs ir ae ug — D, 
] H 55,5) H\ 2345 
Hierdurch bekommen wir dann: 
l ww Ww_ 
(6.) 3 1a 238 = —de v, Pr 


1,2,3 e(a, - a,)e(a, —a,)e(a,—a,)e(a, —a >” 

und hieraus schliessen wir, dass die Gleichung gilt: 

. DV ()W (x 

(1) 2 Sr 2 (x) Poal®), 

e(a,—a,)e(a, —a,)e(a,—a,)e(a,—a,) je | 

nicht nur für e=a,, sondern für ein beliebiges x. Denn nach (6.) ist sie 
richtig für z=a,, und ebenso für e=a,, a-, a. Da nun beide Seiten 
T'hetafunetionen vierten Grades sind mit dem Charakter von K’(x), so muss 
sie eine Identität sein. 


>94 


Wir setzen für e den Werth w. Dadurch verschwindet K(x), es 
wird also: 
(x) = NL(w), 
P,,(&) = NL(a,)L(a,)L(w), 
Poa(x) = N L(a,)L(a,)L(a,)L(a,)L(w). 
Daher wird die ganze Gleichung (7.) durch 
L(a,)L(a;)L(a;)L(a,)L’(w) 
theilbar. Da ausserdem nach dem Additionstheorem: 
2 ee ae a 
23 e(a,--a,)e(a,—a,)e(a,—a,)e(a,—q,) 
ist, so ergiebt sieh einfach: 
N’ = —deNN". 
Wir schliessen hieraus: 
N= —deN'; 
dass N nieht 0 sein kann, wird sehr deutlich aus der nächsten T'hetarelation 
hervorgehen. 
Setzen wir für N’ seinen Werth aus Gleichung (4.), so erhalten 
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wir für den Quotienten der beiden zu bestimmenden Grössen M, N folgen- 
den Ausdruck: 
(8.) ” A u Yan ln? 
A YH„YH,, 
Ss "Es ( “ 
un — ds IH gie DEIN a.) \ 
a=1 Yh(w—a,)Yh(w'—a,) 


$ 16. 
Wir haben noch eine Relation aufzustellen. um M und N selbst zu 
finden. Und zwar wählen wir folgende: 
(1.) il 123) Ca Ir I = rc Ion Ian; 


als deren Ursprungsreihe die Producte: 
456 On; 46 Op; Oz 4:6 (I; 458 . G 1156 GO 148 G, J, 237r ® I G,, IR 


anzusehen sind. Die linke Seite ist quadratisch in den Grössen ©,., O,; 
die rechte enthält nur Functionen der zweiten Gruppe, deren Ausdrücke 
bekannt sind. 

Setzen wir zunächst die o ein, so ergiebt sich: 


rm nn 


<= (1123) Ca C178Cı Can Ira Gau = —de CC 06 || (8055, 08: 
1.2, 


oder: 
„. [1456][1478] (1)@34) | les Bu 
ee - ron) [ara 90 = —Ge0un On 


Nun ist: 


[1456][1478] 1 
La KT 
(1XK234) _ sl. 
(4)(123) 91291: 


Multiplieirt man beides, so ergiebt sich: 
(1]23) 
f(a,—a,)f(a, —a,)g(a 
folglich erhalten wir: 
2 RR f(a, 0) f(@ 473) 017 0554 
f(a,—a,)f(a, IE“ a,)g(a, —a,)g(a, SET a,) 
In dieser Gleichung sind noch für 9,,, 03, die entsprechenden Hülfsgrössen 
P, Pa, und für o der Werth: 


„=-a,)g(a,—a,) 


= —080.,,0 


ı - Tön® 


agn 


YH,;YH,;g(w+w+a,+a;)P 


x 














212 F. Schottk Y, Theorie der elliptisch-hyperelliptischen Functionen. 


einzusetzen. So entsteht: 


| = ffa+a,+a,ta,)f(a +a,+0,+a,) 
(2.) 1,2,3 ffa, —a,)f(a, —a,)9(a,—a,)g(a,—a,) 


— —Seg(w+ w+a,;+a,)g(w+w'+a;+a,)YH,VH,. 


Denn die Wurzelgrössen YA,, YH., in den Nennern von o,, und 0, er- 





PP 


sänzen sich mit den Factoren YH%, VHs Von Os, On, Zu V Hy oder VA, 

Wir müssen aber wieder suchen, einfachere Beziehungen herzuleiten. 
Setzen wir 5 +, =xr, a;+a,=y, so erhalten wir eine Gleichung, in der 
nur die Parameter a,, @, a,, a, vorkommen; x und y selbst sind durch die 
Beziehung 

(3.) z+y+ta+a+a,+a, = s 

mit ihnen verbunden. Denken wir uns hiernach y durch z ausgedrückt, 
so haben wir wieder eine Gleichung zwischen Thetafunetionen zweiten 
(Grades von x, die für eine Anzahl von Werthen erfüllt ist: nämlich ebenso 
gut für = a;+Aq;, a,+a, ete., wie für a;-+a,, und die deshalb identisch 
gelten muss. 

Wir ziehen also aus (2.) die Folgerung, dass die Gleichung: 
| x fa +a,+z)f(la+a,+y) BP, 


= f(a, —a,)f(a, . a,)g(a, —a,)g(a, —a,) 
— —Jeg(w+ w+z)g(w+w'+y)YH,„VH, 


besteht für alle Werthe x, y, die der Gleichung (3.) genügen. Nun setzen 





(4.) 


wir, was dieser Bedingung entspricht, <= —-@-a,, y=s-—-a,—a, Dann 
fällt das dritte Glied der Summe fort, und wir erhalten, bereits einfacher: 
pp WED 
SS — u — = — Jegata,—w—uN)f(a+@a—w—wNYH,YH: 
r. f(a, —a,)g(a,—a,) I\ ‚ra, IKK ıt @: )) „YH,, 
oder: 
, | Pa PP 
(5.) 


— Sefla —a)f(a +9; —-w—w)g(a—a,)g(a,+a,—w—w\)VYH,VH,. 


Wir setzen nun aa=z. Dann ist ?,,= Plz), Pau= Pı,(x). Da- 
her entsteht folgende Gleichung: 


(6.) | 9 Pate) Pr Pe) 
| = —Jefla—a )fa +, —-w—w)g(z—-a)g at, —-w—w) YH,VH.. 


Hier sind die Ausdrücke auf beiden Seiten T’hhetafunetionen zweiten Grades 


- 
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von z, die den Charakter von K(x), L(x) haben; und da die Formel gilt 
für =a,, 4,, a, etc., so gilt sie auch, wenn wir x als ganz willkürliche 
Grösse ansehen. 

Deshalb dürfen wir auch den Werth w für x substituiren. Dann 
geht, weil K(w) =0, L(w) = y(w—w') ist, 

P,(z) in NL(a)Lla)gw—w), 
P,(2) in NL(a)L(a)g(w—w) 
über, und es wird: 
gz—-a,)g(c+a;—-w—w) = g(w—a,)g(w—a,) = L(a,). 

Der Factor L(a,) fällt demnach fort; man erhält statt (6.): 
(7) (P,L(a)— P,L(a))Ngw—w) = —Jdefla,—a,)f(a+a,—w—w)VYH,VH,. 

Nun wiederholen wir noch ein letztes Mal denselben Schluss. %, ist 
P(a,). Statt a, dürfen wir wieder einen willkürlichen Werth = einsetzen: 
(8) (Pa)Lla)— P,L(z))Ngw—w) = —def(x—a,)f(e+a,—w—w")VH,VH,. 
Wir wählen dafür = w-+s. Da 

PF(w+s)=Mgw-—-w), Lu+s)=0, 
Kw+s—-a)fw+s+@a,—-w—-w) = g(w—a,)g(w—@,), 
= L(o,) 
ist, so bekommen wir schliesslich das einfache Resultat: 
(9.) MNg (w—w) = —deYH,VH,). 

Hält man dies zusammen mit der Formel: 


M 2: BET) 
(10.) | ar .y (a, ) I G,) 

N YH.yH,, 
die im vorigen Paragraphen entwickelt wurde, so folgt: 
(Ngw-w) = L(a,)...L(a,), 
\N’g(w—-w) = K(a,)...K(a,). 


(11.) 


Denn H,H, ist mit dem Produet der 16 Factoren K(a,), L(a,) identisch. 


17. 


Die Form der gewonnenen Resultate enthält noch Merkmale der 


SIR 


durchgeführten Rechnung, die beseitigt werden müssen. Wir gehen von 
den 7 zu den o, von diesen zu den Thheta zurück. Es war: 
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, = MK(a,)+NL(a,), 
P,;, = MK(a,)K(a;)K(a,)+NL(a,)L(a;)L(a,), 


ferner: 
m 
Ö, T Zn ji i ' D, 
YH„yH, 
N 4 3, b 
aaIY 


/ . 
} Hs; Yy Hs; 


wobei durchweg H,, für H,(w), H/, für H,(w’) gesetzt ist. Wir führen für 


den Augenblick acht Hülfsgrössen 


L(a, 
(1.) %. = (au) (a=1,2,...8) 


YHA„yH,, 
und deren Zusammensetzungen 
Koks Kaps Kakpkr = Kar IC. 


ein. Das Produet aller acht Grössen ist hiernach als 4, zu bezeichnen, 
und aus der Gleichung (7.) im vorigen Paragraphen folgt: 


M N 
D>\ = / 
(+) N # IE X 
“ K U, 1 
BR DON 


VENEN. Ko 


Die Ausdrücke für o,, und o,;, nehmen demnach folgende Form an: 


y . 
gen “ 1 Ny.)® 


X. ‚#5 
M : 
Ö ‚= $ x +Ny,,)®, 


oder, wenn wir für M, zufolge (2.), den Werth —dezy,N einsetzen: 
u (4, 084,.)N®, 
Bas = (Kapy—DEXusyn) N®. 

Nun war: 


OO... = —dse Mm) 


G, Fa C, 0, 19 adr 'apßyn“aßr° 
Folglich ergiebt sich jetzt: 
Fi RR e,(X.—08%un) N», 


- — » a) y ” 7 
O5; ” Cysyn (Kasrn— IEXaz,) NP. 
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Diese beiden Formeln lassen sich offenbar in die einzige zusammenfassen: 
(4.) BE Con Zun IE.) NP, 
die für alle Functionen der dritten Gruppe gilt, gleichviel ob ihr Index 
aus drei oder sieben Elementen besteht. 
Nach der letzten Gleichung im vorigen Paragraphen ist: 


1g 
N'’g(w—w) = NK(a,) 
oder, was dasselbe ist: 
N g(w - uw) = 7 fw — A, fiw |) 


Bezeiehnen wir das Produet: 


(5.) nm fwe— a,) mit Alw), 
so wird: 
Ng (w—-w) = Alw)Alw'), 


und, bei geeigneter Zeichenbestimmung der Wurzelgrössen: 


(6) N = VaQmyace 
g(w—w') 


Ausser A(ıw) führen wir, den einzelnen Combinationen entsprechend, eine 
Reihe von Funetionen A,() ein, die aus A(ır) entspringen, indem man 
diejenigen Factoren f(w—a,), deren Index « als Element in m enthalten 
ist, durch g(w—a,) ersetzt. Z. B. 

A,(w) = glw-a,)f(w—a;)...f(w--a;), 


A,(w) = glw—-a,)g(w—a,)..g(w—a; 
Die Vorzeichenbestimmung von YA,(w) führen wir auf die von IH 
und von YA(w) zurück. Es ist: 
A,(w) = IIg(w—a,)If(w—a,), 
H,(w) = Mgw-a,)ITfw-a,), 
Aw) = HUf(w-a,)Hf(w—a,), 


wobei « die Elemente von m durchläuft, » die übrigen Zahlen der Reihe 

1 bis 8. also die Elemente von mr. Da hiernach: 

} H,(w)A(w) 

A | w) “ ) \ ) 
\ If:(w—a,) 


ist, so dürfen wir setzen: 
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Zr —_ YHnlw)YAlw) 
vA,(w) E; Ilf(w—a,) 


ie 
-] 
Er | 


(ranz ebenso definiren wir YA,(w‘). Dann folgt: 


f / N m »)y m w' [j /A(w' 
YA,(w)YA,(w) = YH„(w)yH,(w)yA(w)} A(w) 


IIK(a,) 
und da nach (3.): 
YH.cw)yHucw) _ 
k(a,) — Au 


ist, so ergiebt sich: 


YA,(w) YA, (w) = %mVYA(w) YA (w). 
Mithin ist: 


ER vAnlw)yAnlw) 
hi; win g(w—w') 
Wenn wir diesen Werth für Ny, und den entsprechenden für Ny,, in die 
Gleichung (4.) einsetzen, so haben wir den Ausdruck der Thetafunction in 
seiner einfachsten und klarsten Form: 
(8 ) VAnz(Ww)Y Aunle)—dEYAnlw)y Aw) 7 
(« .) ( m .. Cyin ! d 
gw—w‘) 
Der wesentlichste Punkt in der Vorzeichenbestimmung, welche die Glei- 
ehung (7.) liefert, ist, dass stets: 


(9.) YA,.(w)YA,.(w) = YH,(w) 
ist. Speciell ist auch: 
(10.) YA(w)YA,(w) = YH,(w). 
$ 18. 


Eine analoge Darstellung besitzen die T’'heta der ersten Gruppe 
(9, und 0,5, = Our) Dies ergiebt sich durch eine leichte Transfor- 
mation. Setzen wir für den Augenblick ganz allgemein: 


() = () 


mn m», 
so bestehen zwischen den ©, genau dieselben Beziehungen, wie zwischen 
den nicht überstrichenen 'I’'heta, und es vertauschen sich auf diese Weise 
die Funetionen der ersten und dritten Gruppe. Bei der Herleitung der 
letzten Formel waren aber nicht die T'hetarelationen allein benutzt worden, 
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sondern auch die Gleichungen: 


O,; = [ePlf(w+w+a,+a;)VYH,;(w)/H,;(w)®P, 
(1 \ Rp I \ 4 7/ I \ 7 P\ } 

) Ä i — 
O,:. = d.[eP)g@w+w+a,-+a;)VH,;(w)YH,,(w)®. 
Hier führen wir, indem wir zu den überstriehenen Funetionen übergehen. 
eleichzeitig für w eine andere Variable: 

vw —= w-+s 

ein. Dadurch wird: 


fwtw-+a,+ta;) = —-g(w+tw"-+a,+a;), 


g(w 4 w-.a, 14 £) f(w + To d,r4 ;)* 


YH,;(w) bleibt ungeändert. YH,;(w‘) war definirt als das Produet 
„’ am! \ 
YH,w)yYH,;(w). 
Nun ist 
h(w—a,) = —h(w"—a,), 
oder: 
H(w) = —H,(w"). 
Wir können deshalb 
YH,w”) = iVH,(w' 
setzen, und wenn wir dann YH,;(w’), YH,;.(w) ete. wieder als Produete 
definiren, die aus den Factoren 
YA,lw”)...YH,(w" 
gebildet sind, so ist offenbar allgemein: 
(2.) YH,(w") = i"YH,(w'), 
wo M die Ordnungszahl des Index m bedeutet. Speciell ist 


YH,s(w") = —/H,; w). 


Wir setzen noch ? = —d.P'. Dann gehen die Gleichungen (1.) über 
in folgende: 
3, | O0, = [eplfe+w+a,+a;)YH,,(w)VYH,;w)P', 
9... = —Jd.[ep])g(w-Fw"+a,+ta;)YH,;(wV He )P.. 
Der Haupt-Unterschied zwischen beiden Systemen besteht darin, dass —d 
an die Stelle von Öd getreten ist. 
Bedeutet jetzt m irgend einen drei- oder siebengliedrigen Index, so 
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muss für 9, = ©, dieselbe Formel gelten, die wir im vorigen Paragraphen 
für ©, aufgestellt haben, nur dass »” an die Stelle von w', 2’ an die von 
Pb, —Ö an die Stelle von +d tritt. Wir haben demnach vorläufig: 

() ae ce Y An (ı) VAun (w") + Ö8 yA „(W) VA„(w") 


mr mn g(w— uw 


D', 


Statt 2 setzen wir —0.P, statt gw—w”) ferner fw—w), und m statt des 
Index mr. Die Formel wird dann: 


n ; Pr 


fw—w') 


sie gilt, wenn m ein einfacher Index oder eine fünffache Combination ist, 


4) 9. = 0.0, (Anl) Ant") HB url) VAnnke”) 


und wir haben nur noch YA,(w”) und YA,,(w") durch w' auszudrücken. 
Das ist sehr leieht zu sehen, dass 


A„w) = (-D)"”A,.(w') 


M\ mr \ 


ist. Es handelt sich aber ausserdem um die Vorzeichen der Wurzeln. 
Nach (8.) im vorigen Paragraphen ist zu setzen: 


YH,(w") yA (w"') 
If(w'" —a,) 


[7 


YA,(w") = 


oder, zufolge (2.) in diesem Paragraphen: 
YA„(w") = #" YH,.Cw)yAlw") 
m I1g(w' E a) 
u 
Ebenso ist: 


YH,„n(w')y A(w') 


YA,.(W') II1f(w' —a,) 


Der Index ı. durchläuft die Elemente von m, v die übrig bleibenden Ele- 
mente. Dividirt man beide Gleichungen, so folgt: 
T, H,„(w')yA(w'') ITf(w' — a, 
YA,„(w ) ar l ( )) ( IK ) 
YAun(w') YH,„n(w')y Alw') IT g(w'—a,) 
Wir fügen im Zähler und Nenner das Product 
Ilf(w —a,) 
hinzu. Dadurch wird 
If(w-a,) zu Alw), Ig(w-a,) zu H,(w) 
v 7 ' 


m\ 


rg ia 





I 


RER E 








F. Schottky, Theorie der elliptisch-hyperelliptischen Funetionen. 


ergänzt; also folgt: 


VA”) _ zu VAwYAce) 
YAun(w') YH„„(w')yH,.(w') 
Nun ist: 


YH,n (w)VH,(w) = YH,(w') = VYA(w')Y A 


/ 


‚(w) 
daher: 
YA,(w'") oa yAlw'') | 
YA,.(w') YA,(w') 


Wie man unmittelbar erkennt, ist A(w”) mit A,(w) identisch. Der Quotient 


beider Wurzeln kann deshalb nur ein Vorzeichen sein. Dieses Vorzeichen, 
das wir z nennen, bleibt zwar unbestimmt, ist aber doch wenigstens von 


dem Index m unabhängig. So erkennen wir, dass allgemein zu setzen ist: 


f in», 


YA,„w) = #"VYA,.(w"), 


wo M die Ordnungszahl der Combination m bedeutet, während 2 ein von m 
unabhängiges Vorzeichen ist. 
In der Gleichung (4.) ist die Ordnungszahl des Index m congruent ] 


modulo 4, die von mrı dagegen congruent —l. Demnach ergiebt sieh hier: 
YA,w) = #iVA,.(w"), 
ans nn BR. ‚ 14 „mn 
YA,n(w) = -ziV Aw). 
Hiernach bekommen wir das Resultat: 


yA„ (w) YAun( wo) _ Ö8 YAnı(w)y Am (w' 


[w—w') 


D. 


8.) 0, = —-aid.ie, 


Das Vorzeichen d konnten wir willkürlich wählen. Wir haben es nur 
deshalb unbestimmt gelassen, um möglichst leicht den Uebergang von den 
Funetionen der dritten Gruppe zu denen der ersten machen zu können. 
Aber auch über x darf man willkürlich verfügen. Wenn man YH,(w) und 
YH,„(w”) durch die entgegengesetzten Werthe ersetzt, so würde z in —z 
übergehen. 

Wir lassen deshalb jetzt #2 und d mit & zusammenfallen. Ferner 
schreiben wir YB,(w) statt YA,.(w). YA,(w) und YB,(w) sind dann com- 
plementäre Factoren von IH,(w), ebenso wie YH,(w) und YH,,„(w). Die 
Ausdrücke für die T'heta der zweiten, dritten und ersten Gruppe lauten jetzt: 
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| 9. = [m]f(w+w'+a,)V H,(w) YH,(w)®, 
| 9,n = elmlg(w+w-+a,)VYH,(w)VYH,(@w)®», 


= - . / an / — — / j 
(H1.) ER YB,(w)yB,.(w') — ] An(w)) A„(w 
\ m? g(w — 10 ) 


/ an / ie = / j au / „! 
(I.) 0, = ie, YB,(w)) An(w aa. An(0)} B,,(w') d 
| f(w—w') 


Es bleiben also nur die T’heta der vierten Gruppe übrig. Deren Dar- 


(IL) 


(m=aj);: 


! 
) Pb, (m=an und afy); 


(m=a und afyr), 


stellung wird sich aber leicht ergeben, wenn wir vorher den Charakter der 
bereits gefundenen Ausdrücke genügend klarstellen. 


819. 

Wir sondern den transcendenten Factor P ab, und ebenso die eon- 
stanten Factoren [m], em], e,., ic. Den Ausdruck, der übrig bleibt, 
nennen wir S,. Do ist für die Indices der zweiten Gruppe (M=2 (mod.4)): 

S,,; = f(w+w'+a,+a,)YH,;(w)YH,;(w), 
| / SVH br 
S,.. = (ww +a,+a;)/H,; (w)YH,,(w); 


Fi" 
jmch 
, 


ferner: 


/ \n/ EEE | \a/ & 
2) 5, Fl I —rAm IF AnE) Ar Me 
gw—w') 


a 


R a B„(w)YA,(w)— YAn(w)YBu(w) z. 
3.) u, = Y.Bn(10)Y Am( ) r IV Bm(® ) für M=1 (mod.4). 
\ fw—w') 
In Bezug auf die Vorzeichen der Wurzelgrössen ist hier allein von 
Wichtigkeit, dass stets: 


(4.) YA,(w)VB,(@w) = VH,(w) 
ist, ebenso wie: 
(.) YH,@w)VH,.(@w) = VH,(w). 


Dies gilt für beide Variabeln w und w. 
Wir betrachten nur «w als variabel, w dagegen als constant, und 


setzen: 
„2 FERN. VE NR YH„(w) PR) j 
| e(w)=z, vo) = k 
(6.) 
| EN BEE... 
€ (u ) =. ’ h*(w') ET; Y ü 





x ist dann mit y durch eine algebraische Gleichung verbunden, die ein 
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! 


bestimmtes Gebilde vom Range 9 definirt; (z,y) ist ein variabler, x, y 
ein fester Punkt des Gebildes. Es ist klar, dass alle eindeutigen ellip- 
tischen Functionen, welche die Perioden von e(w) haben — wir nennen 
diese schlechthin elliptische Funetionen — sich rational durch x und y, so- 
gar durch x und y ausdrücken lassen. 

Wir nennen ferner zwei Funetionen von ww äquivalent, wenn ihr 
Quotient eine rationale Function von z und y ist. 

So sind z.B. für einen Index m von ungerader Ordnungszahl V A, (w) 
und YB,(w) äquivalente Grössen. Denn der Quotient 


IIo(w—a,)IIf(w-—a,) 
E 


A.(w) Sul da 
h’(w) f*(w)g*(w) 
ist eine elliptische Function, und daher A,(w)coh’(w). Es ist aber 


h’(w)coYH,(w), wie aus (6.) folgt, und nach (4.) 


YH,(w) = VYA,(w)YB,(w 
Folglich: 
(7.) YA„w)coVB,(w [=1 (mod. 2)), 
Ist die Anzahl der Elemente von m eine gerade, so findet diese 
Aequivalenz nicht statt, sondern es ist: 
YA.(w) 


(8. 
8.) YB,.(w) 


cve(w, "0 (mod. ?)), 


Denn in diesem Falle ist die Summe der acht Werthe, wofür A,(w) ver- 
schwindet, nicht eongruent 0, sondern eongruent der halben Periode s. 
Indem man dies berücksichtigt, folgt aus (2.) und (3.) 


N ; (an Ye. “) . 
(9.) sn IA (%) für M=3 (mod.4), 
y(w—e') | | 


i Al “ \ 
(10.) S.mW = — \ ar für M=1 (mod. 4). 


In analoge Form lässt sich aber auch der Aequivalenzwerth eines S,, brin- 
gen, das der zweiten Gruppe angehört. Zufolge (7.), $ 17 ist: 


YH,;(w) = f(w-a,)f(w—a,) YAuslw) 


Aw) 
Daher ist: 


/ s i N x A,;(w ) 
S,; = C.f(w-a,)f(w—a,)f(w+w'+a,-+a;) Boeß; , 
yAlw) 
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wo C nicht von w abhängt. Dies führt zu der Aequivalenz: 


f*(w) _ YAns(w) 
I a) YA) ' 


und ebenso ist: 
sn _ VAasle) . 
rTgw—w) YAlw) 
Da aber nach (8.): 
Y A,,(w) cve(w)VA, in(W), 
also: 
Y A aß (w) YA «Bn(W) 
gw—w') de f(w—w') 
ist, so hat man in beiden Fällen: 
Yon At. 
(11.) Ss. mw ee YAu(w) 
fw—w) yYAlw) 
Die drei Aequivalenzen (9.), (10.), (11.) fassen wir in eine zusammen. 
üs sei 
(12.) mL 
yA(w) 
Dann ist o° zwar eindeutig, aber noch keine elliptische Function der be- 
trachteten Klasse, sondern äquivalent e(w). Erst o* ist rational in z und y. 


Da e’cwe(w) ist, so kann man 


(MZ? (mod. #)), 


=o0 


1 0° 
g(w—w') u fw—w') 
setzen. Dadurch lassen sich die drei Formeln so darstellen: 3 
| i 
A, w .. . 2 
5,0 für M=1, f 
fw—w') 


YA„(w) Des. PER 
S.w flo—w') oe fü M=2, ® 


Am 2 2 
Sm Er) 0 
fw—w‘) 
Es ist also in jedem der drei Fälle: 


1: VAn(w) M 
(13.) SV fo) 0”. 


EERETEN 


für M=3 (mod.4). 


Wir setzen nun: * 
rl o" ER 
(14.) Er 

Ä yA(w) 
of(w—w') 
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sodass: 
S,.CV 08, 
wird. Den Ausdruck für o können wir noch etwas einfacher fassen. Da 
oe’ cve(w) ist, so ist: 
1 ) 


= 


! (OND ! 4 
of(w—w') gw—w ) 
und da es nur auf den Aequivalenzwerth ankommt, so dürfen wir o durch 
folgende Grösse ersetzen: 


(15.) 


Die Grössen £, sind erstens Quadratwurzeln rationaler Funetionen von 
und 9. Denn es ist 


_ oVYAlw) _  f*e) 
— g(w—w')  glw—w') 


f A„(Ww) 


nl oder e(w) 
Aw) Did 


je nachdem die Combination m von gerader oder ungerader Ordnung ist. 


Es ist also stets: 
A.(w) 


en EN 
A(w) o(e(w)) ) 


und ebenso ist: 
oe" co(e(w))”. 

Zweitens lässt sich jedes S, als ein Product der primitiven Grössen 
8, «+. $ auffassen: 

San = SaSss Sup = Sufzs,, ee. 
Denn da 

A„(w) = Ilgw- a,IIfw-a,), 

Au) = IIf(w-a,)Ilfw-a,) 
ist, so ist: 


k 9(w— u A, 
<-p Te 0) «(1) 
„ Yf(w—a,) „ yA(w) 


u N 
II \s ) 
- r 
Yu dA, 
di 


Endlich ist noch zu bemerken, was man ebenfalls leicht erkennt. dass 
5, Cve(w) 
ist. 
Jetzt untersuchen wir, in welehen Punkten des Gebildes die Grössen 


® / / / / . y ° . 
S,, unendlich werden. YH,(w), VA,„(w), YB,(w) sind Funetionen. die stets 
29* 
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endlich bleiben. Die Grössen S, der zweiten Gruppe werden daher nie 
unendlich, die der dritten nur dann, wenn g(w—w') verschwindet, und die 
der ersten nur, wenn f(w—w)=0 wird. Diese Punkte können durch die 
Werthe »=w und = w'-+s charakterisirt werden. Dazu gehört jedes- 


' 1 a 

mal nur ein Werth von x, 2=x' oder —;, aber zwei von y, y’ und —y'. 
T 
Offenbar wird aber ein $S, der ersten Gruppe nur unendlich im Punkte 
(2,y)= (x, —y); denn für (x,y) = (xz',y') verschwindet ausser dem Nenner 
auch der Zähler. Ebenso wird ein $, der-dritten Gruppe unendlich für 
’ rs ’ 1. 1 ’ 
(2,9)= ws y), aber nicht für (x, y) = (- —y ). Denn setzen wir 
ı=,y= —y, oder, was dasselbe ist: 
oe=w-+s, YH,(w) = —YVH,(w'), 

so folgt hieraus: 


YA,(w)YB,(w) = —VA,(w')YB,(w'), 
A„(w) = —B,(w"); 
mithin: 
YB.(w) _ YAnlw) 
Van)  YBn(o') ’ 
oder: 


YB,(w) YB,(w') — VA, (w)YA,„(w) =. 
. . F 1 ! ER ” 5 x 
Man sieht also, dass im Punkte ke -y') für die S der dritten Gruppe 


Zähler und Nenner zugleich verschwinden; der Quotient nimmt einen end- 
lichen Werth an. 
1 . m 
Wir wollen («, —y') den ersten, ( -,y') den zweiten singulären 
2 


Punkt nennen. Bezeichnen wir überhaupt zwei Werthepaare (x, y) und 
—; —y) als correspondirende, so sind auch die beiden singulären Punkte 
LI & 
eorrespondirende des Gebildes. 
Wir fassen die Resultate dieses Paragraphen in einem Satz zusammen, 
der überhaupt den Kern der ganzen Untersuchung enthält: 


L 
im 


Die einzelnen S,, oder sind Funetionen mit dem Aequivalenz- 


m & 
werth o&,, die nur unendlich werden im Punkte (x, —y') und dem corre- 


| 2. s 
spondirenden ( y')- Und zwar werden die Grössen S, der zweiten 


TE Weg: # 


RN 





RN 
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Gruppe gar nicht unendlich, die der ersten nur für (@,y)=(=,—y), die 
x . 1 1 fü o ‚yo 1 ! I) ar V Ilstä lıok 1 rAdyA tfiio 1" ir 
; der dritten nur für (x, y) = r, 9°); Der Vollständigkeit wegen fügen wit 


hinzu, was sich freilich erst im nächsten Paragraphen ergiebt: Die S,, der 
vierten Gruppe werden in beiden Punkten unendlich. 
Der Factor o hat den Ausdruck: 


f(w) 


0:8 Te 
g(w—w‘) 
es Ist ferner: 
j e »4 \ 
ad m ) ! 
E = } n (w) oO", 0 f'(w) 
yAlıw) yA(lw) 


wobei M die Ordnungszahl des Index m bedeutet. Diese Grösse &, ist die 
Quadratwurzel aus einer rationalen Function von (z,y): sie lässt sich auf- 
fassen als Product derjenigen primitiven Wurzelgrössen 


r Auflw 0 
u A) ' 
yAlw) Ye(w—a,) 
deren Index « als Element in der Combination m vorkommt. 
Eine Folge dieses Satzes ist natürlich, dass alle Abeischen Functionen 
9,9, 
O, pr 


rationale Functionen von (z,y) werden. 


Ss 20, 


En 


“u 


Dass die Theta der vierten Gruppe — die Funetionen ©,;,; — von 
| dem Satz nicht ausgeschlossen sind, erkennen wir deutlich, wenn wir eine 
letzte 'T'hetarelation betrachten: 


(A .) A | 234) C 56761568 I I = 60 I Isar: 
4 Man kann eeradezu saren. dass hierdureh eine Darstellune von ©..-.. 
‚ = > > 


freilich in sehr unsymmetrischer Form, gegeben ist, da alle anderen (Grössen, 
die in der Gleichung vorkommen, bekannt sind. Wir denken uns wieder 
von Os den Factor ® und eine vorläufig noch unbestimmte Uonstante ab- 
gesondert; der Rest werde mit S;;,, bezeichnet. 

Jedenfalls geht aus der Gleiehung (1.) hervor, dass sich S;,;-. linear 


und homogen durch: 
S S nm = S - 

.»...» 4 4 

S,, S 


= 


N 
’ 


56 
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ausdrücken lässt. Diese einzelnen Quotienten aber haben alle den Aequi- 
valenzwerth 0&;5;, und daher gilt von S,;-s dasselbe. 

Ferner wird $, nur in dem ersten, S,,, nur im zweiten singulären 
Punkte unendlich. Also kann S;,S;;;; auch nur in diesen beiden Punkten un- 
endlich werden. Ebenso darf dies von dem Product SS; behauptet 
werden, und da S,, S;, keinen gemeinsamen Nullpunkt besitzen, so kann 
S;;s selbst an keiner anderen Stelle unendlich werden. Demnach sind auch 
die Grössen S, der vierten Gruppe zu definiren als Funetionen mit dem 
Aequivalenzwerth o&,, die nur in den beiden singulären Punkten, und zwar 
nur von der ersten Ordnung unendlich werden. 

Hiernach suchen wir S,, zu bestimmen. Es sei m irgend ein vier- 
gliedriger Index. Multiplieiren wir S, noch mit kw—w): 

S,hw—w) = X,, 


so kann X,, nirgends unendlich werden und muss sogar verschwinden für 


(z,y)=(z,y) und (= ‚-g') da h(w—w) die vier Nullpunkte: 


(©, y); (€, Sf), er y), (5: -y') 


besitzt. Da 
f"(w) 
gw—w') 

ist, so ist: 

X,.vf(w)fw—w$,. 
Hier ist: 
YAn @) 
YA(w) | 
weil M=4, und o'c1 ist. Ferner wenden wir wieder die Formel (7.) 
in $ 17 an: 

VAn(w) _ _YVHn(w) 

ya) IIf@— a) 
Dann folgt: 


Fw)f(w— nn vH 


X, n fo . 4 (w). 


Das Produet im Nenner besteht aus vier Factoren, die den einzelnen Ele- 
menten der Combination m entsprechen. Der ganze Ausdruck, der vor 
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YH,„(w) steht, ist daher einer T’hetafunction ersten Grades: 
fw-w'+a,), (a, = =a,) 
äquivalent, und wir bekommen: 
X.cof(w—-w'+a,)VH,(w). 
Ein zweiter Ausdruck, der dem eben aufgestellten äquivalent ist, ist fol- 
gender: 
X.cvflw— w'—a,) YH, ‚(w). 
Denn bildet man den Quotienten beider, so ist dieser: 
f(w—w'+a,„) yYH,(w) f(w—w'-+a,„)H,(w) 
fw—w'—.a,) YH,.(w) f(w—w'—a,)h'(w) 





und man sieht leicht, dass dies eine elliptische Funetion ist. 

Wenn für eine Funetion z ein Aequivalenzwerth Z gegeben ist, so 
muss sich z in der Form: 

z = Z(l+uy) 

darstellen lassen, wo A und « eindeutige elliptische Funetionen von «© be- 
deuten. Sind aber für z zwei Aequivalenzwerthe gegeben, Z und Z', deren 
Quotient keine eindeutige Function ist, so kann man offenbar z linear- 
homogen durch Z, Z’ ausdrücken, mit Coefficienten, die elliptische Fune- 
tionen sind. Dementsprechend setzen wir an: 


A. = If(w—w'+a,)VYH,(w)+uf(w—w'—a,)VH,.(w). 


, und u sollen eindeutige elliptische Funectionen von w sein. Zugleich 
aber darf X 


der beiden Theile. aus denen der Ausdruck besteht. unendlich werden darf. 


„nie unendlich werden, und es ist klar, dass dann auch keiner 
, könnte demnach höchstens unendlich werden, wenn f(w—w-+-a,) ver- 
schwindet; da nun elliptische Funetionen ersten Grades nicht existiren, so 
muss 4 eine Constante sein. Dasselbe gilt von u. 

Das Verhältniss der beiden Constanten ist jetzt zu bestimmen durch 
die Bedingung, dass 


A,„=0 für ,y)=(@,y) 


sein soll e. Wir können in diesem Punkte: 


w=w', YH,(w)=VH,(w'), VH,.(w) = VH,.(w' 


E\ 


annehmen. Dann folgt: 


ıYH,(w)-—u YH,.. (w) =. 
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Wir setzen dementsprechend: 


i=YH,.(w), u=VH,(w"). 


m 


Hierdurch wird: 
s _ fw-w-+a,)yH„(w)V Hun(w') +flw—w'—an)Y Hm (w)YHnlw) 


2 kuw—w) 
Den eonstanten Factor, um den sich ©, von S,® unterscheidet, nennen wir 
vorläufig C,: 

0. = (,S.®. 

Dieser Factor lässt sich am einfachsten auf folgende Art bestimmen. In 
dem ersten singulären Punkte (z,y) = (x, —y') werden alle Grössen S$, 
der ersten und vierten Gruppe — also alle diejenigen, die geraden T'heta- 
funetionen entsprechen, unendlich, während die übrigen endliche Werthe 
bekommen. Wir schliessen hieraus, dass dem Punkte (z, y) = (x, —y') ein 
Werthsystem der Argumente entspricht, das entweder Null oder eine ganze 
Periode ist, und da wir zu den Argumenten irgend eine ganze Periode hin- 
zufügen können, so nehmen wir an, dass sie im Punkte (z, y) = (x, —y') 
verschwinden. Daraus folgt aber, dass, wenn 9,, ©, irgend zwei gerade 
Theta bedeuten, der Quotient 


In ® > Cyn 
sich auf Ä 
9, Cn 
redueirt, wenn wir » = w', YH,(w) = —VH,(w') werden lassen. Nun nehmen 


wir für 0 
(ruppe: 


„4 


irgend eine Function der vierten, für ©, eine Function der ersten 


VBa(w)YAn(w')—YAnlw)V Bao) 7, 
n f(w—w') 


Der Quotient der Nenner: 


6, = ie 


h — m" ' 
en = g(w-—w) 


wird Eins für © = w', YH,(w) =—YH,(w'). Im Zähler von S, ebenso wie 
von S, wird der zweite Theil gleich dem ersten; wir bekommen also: 


on _ Cm Flam)YHn(w')yHnnlw') 


— 


in YBswV Aue) 


u 
‘ 


oder: 


„= —iC,„f(a,). 
Da nun c, selbst gleich [m]f(a,) ist, so folgt: 
C„= im]. 








F. Schottky, Theorie der elliptisch-hyperelliptischen Functionen. 229 


Wir stellen jetzt die Ausdrücke zusammen, die wir für die 'T'heta 
der vier Gruppen gefunden haben: 


Erste Gruppe. M=1 oder 5: 
0, = ic,S„P, 


m m 


_ VBn(w)V An(w')— YAm(w)Y B,.(w') 
neh f(w—w') 


Zweite Gruppe M=2: 
0. = [m]S,®, 
On = elm]S,..P; 
S.„ = fw+w'+a,)/H,(w)/YH,(w'), 
S,.. = g(w+w-+a,)/H,(w)VH,(w'). 
Dritte Gruppe. M=3 oder 7: 
GO, = CanSuP; 


YB, (w)YBn(w')— YAn(w)YAn(w') 
g(w—w') 


S 


Ss, = 


Vierte Gruppe. M=4: 
0, = ilm]S,®P, 


fw—w+ A„)YH, (w) Y H,n(w )—f(w' -17 An) } H,, a( )) H,, (w‘) 
h(w—w') 


In = 


Dritter Abschnitt. 
$ 21. 


Wir suchen jetzt die Argumente 


A ı 


‚a, wu, wa" als Funetionen von 
w und w' darzustellen. Diese Aufgabe hat gewisse Schwierigkeiten, ob- 
gleich ihre Lösung einfach und fast zu errathen ist. Wir machen den 
Umweg, dass wir zunächst die Ableitungen von © und ©, betrachten. 
Sind die Verhältnisse dieser acht Grössen: 

60 00 Ian... 90, 

ou au ? - Bu ou’ 
als Funetionen von w, w bekannt, so sind durch die Gleichungen dO = 0, 
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dO,= (0 wenigstens zwei Beziehungen zwischen den gesuchten vier Diffe- 
rentialen gegeben. 

Wir denken uns a, w, a, «' als unabhängige Veränderliche, und 
bilden die Differenz: 
29 
u 0 
Dann lässt sich D linear durch die zur Periode 78 gehörenden Thetapro- 
duete ausdrücken, und zwar durch die, welche gerade Funetionen sind. Es 
giebt acht linear unabhängige Functionen dieser Art. Ein solches unab- 


hängiges System ist z. B. folgendes: 
(1.) 9,0, OO Id Ina 


D=0 





Werden die Argumente gleich Null oder gleich einer der sieben halben 
Perioden 1, 2,.... 6, zr gesetzt, so wird jedesmal eins der acht Producte 
von 0 verschieden, während die übrigen verschwinden. Also kann zwischen 
ihnen keine lineare Gleichung bestehen, und wir dürfen die Reihe (1.) zur 
Darstellung von D verwenden. Der erste und letzte Coefficient sind aber 
Null, weil D verschwindet, wenn die Argumente gleich Null oder gleich 
der halben Periode zz gesetzt werden. Demnach wird: 

bu 


929% "K 0.0 
ou = ur _. aTar “a8 


(2.) 0% 


Durch die halbe Periode z geht diese Gleichung über in: 


G, 209; 7T z 
(3.) = iz G, - mi ee BP» K, On O,8n- 
ni - ou ou a1 


Das negative Zeichen kommt daher, dass der Quotient: 





9,9 8 . - 0) 7nı O8 
—- — in (n,0oT, 08) — — 
90,, ee 9, sn 
übergegangen ist; es ist aber (n, @7,c8)= —1, weil die Perioden «7, «8 


azygetisch sind. 
Wir setzen nun 9=0, 0, =0. Dann erhalten wir aus (2.) und (3.): 





09 6 O7 9as 

ar Bu, 
Ö G, u Garn G u87 

u - 


und die Ausdrücke auf der rechten Seite werden, wenn wir für O,,, Ozsr 
ihre Werthe einführen und den Factor 2 absondern, eindeutige und symme- 





2 
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trische Funetionen von w, w'. Es werde gesetzt: 





le ’ 
r . w- A(w, w )P, 
ou 
(4) = 
| ra = eB(w,w)®. 


Dann sind A und B durch die Summen gegeben: 


Aw, w') 
z x, [le] kuw—a,)hw'—a,)fw+w+a.+ta,)f(wtw+a.+a,) 
=  ; [18] f(w+w'+a,+a,) ' 


B(w, w') 

Zu EK fet][«8] h(w—a,)h(w'—a,)g(w+w'+a.+a,)g(w-Hw- 0.+4,) 
as ° [18] gw+w+a,+a,) 

Wir erkennen aus dieser Darstellung Folgendes: 
Erstens sind A(w, w), B(w, w') Funetionen, die nie unendlich werden. 
Es treten zwar f[w+w-+a,+a;), gw+w-+a,;+a,) als Nenner auf; da aber 
A und B bei der Vertauschung der Indices 7, 8 mit den übrigen 1,2,...6 
ungeändert bleiben, so müssen die Zähler durch diese Nenner theilbar sein. 


Zweitens ist, wenn wir A und B als abhängig von-«w allein auf- 
fassen: 


N Aw, w)cohlw)f(w+w)), 
(5) | 


| B(w, w) Co h(w)g(w-+w); 
es sind also A und B Thetafunetionen dritten Grades von w. 
Drittens geht, wenn man vw um s vermehrt, A inB, Bin —A über: 
(6.) A(w+s,w)=B(w,w), B(w-+s, w)= -A(w, w'). 

Nachdem diese Eigenschaften, zu denen noch die Symmetrie hinzu- 
tritt, festgestellt sind, dürfen wir von dem Ausdruck der Funetionen absehen. 
Wir setzen jetzt aus A und B die beiden Ausdrücke zusammen: 

Av, w)gw—w)+B(w, w)fw—-w) = L(w, w'). 

Aw, w)gw—w)-B(w,w)fw—-w) = L(w'‘, w). 
Der zweite ist als L(w', w) bezeichnet; denn bei der Vertauschung von w 
und © bleiben A(w,w), B(w,w) und g(w—w') ungeändert, während 
f(w—w') sein Zeichen wechselt. Es ist dann, zufolge (4.): 


96 30 ! / A\ 
(7.) du gw-w)te m fw-w) = L(w,w)®, 
| 0 n_ „98 | Ä 
| du gw-w)-—e ve fw-w) = L(w, w)®. 





30 * 
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Diese Funetionen Z haben einfachere Eigenschaften als die vorigen A und B. 
Erstens sind beide, wenn wir nur w als Veränderliche ansehen, Thhetafune- 
tionen vierten Grades mit dem Aequivalenzwerth Ah’(w) oder f*(w). Dies 
geht unmittelbar aus (5.) hervor. Zweitens ergiebt sich, wenn man die 
Formeln (6.) benutzt: 

8) (L(w+s,w) = —L(w, w'), 

LL(w', w+s) = L(w', w). 

Es giebt nun nur zwei linear unabhängige Thetafunetionen vierten Grades 
mit dem Aequivalenzwerth f*(w), die die Eigenschaft y(w+s) = —y(w) 
haben, und ebenso nur zwei, die der Bedingung p(w+s) =y(w) genügen. 
Denken wir uns zwei solche Functionenpaare 


,(w), uw); vw), o(w) 
eingeführt, sodass also: 
(Haw+s)=—ıw), ulw+s)=—u(w), 
\vw+s)=r(w),  e(w+s)=0(w) 


ist, dann muss sich Z(w, w'), als abhängig von w, linear durch A(w), u(w), 


(9.) 


als abhängig von w' dagegen linear durch v(w'), o(w’) ausdrücken lassen. 
Mit anderen Worten: es wird L(w, w') eine bilineare Form der beiden 
Werthepaare A(w), u(w) und v(w), o(w'). 
oO 00 
Ersetzen wir in der ersten Gleichung (7.) 5, und Er durch die 
Ableitungen nach den anderen Argumenten «, a, «", so werden sich in 
dem Ausdruck L(w, w) nur die vier Coeffieienten ändern. Addirt man das 
System der vier Gleichungen, die au? diese Weise entstehen, nachdem man 
ihnen die Differentiale dw, dw, du’, du als Faetoren hinzugefügt hat, so 
erhält man links Null, weil dO=0, dO,=0 ist, und rechts eine Form, die 
linear ist in den vier Differentialen, ferner in A(w), «(w), endlich in v(w'), 
o(w'). Offenbar kann man diese Gleichung so schreiben: 

(10.)  Alw)r(w')do+4lw)o(w')do+ulw)r(w)do"+ulw)e(w)de” = 0, 
wo ®, v', vo, v'" lineare Funetionen der ursprünglichen Variabeln w, w ete. 
sind. Die zweite der Gleichungen (7.) zeigt aber, dass wir hier » mit w' 
vertauschen dürfen: 

(11.) Kor (w)do+--+ulw)o(w)de”" =. 

So haben wir zwei verschiedene Differentialbeziehungen, aus denen 











ge 





wir folgenden Schluss ziehen. Wir führen zwei Hülfsgrössen & 
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! 


€! ein — 


9 


sodass: 





ebenfalls vollständige oder unvollständig 
de =  ulw)ow)Er+ul)ew)E, 
dv = — u(w)vr (w)S— u(lw)v(w')f 
ist. Dann ergiebt sich aus (10.) und (11): 
dv’ = —i(w)o(w)i—Aw)o(w)F, 
do” = +4(w)r(w)i+ilw)r(w)f. 
Die vier Producte 3 
,(w)vr(w), Aw)o(w),. ulw)r(w), ulw)o(w) 
sind T'hetafunetionen achten Grades mit dem Aequivalenzwerth f*(w), die 
aber zufolge (9.) sämmtlich der Bedingung y(w+s) = —y(ıw) genügen; sie 
verhalten sich in dieser Beziehung wie die Differenz ff(w)—g’(w) und 
bilden offenbar wieder ein vollständiges System linear unabhängiger Func- 
tionen, die durch die angegebene Bedingung charakterisirt sind. Wir können 
nun zu den ursprünglichen Variabeln zurückkehren, und erhalten: 
du = P(w)5+P(w)f, 
= (WIS+OWTF, 
\au' = R(w)5+R(w)E, 
(du = S(w)s+S(w)F, 
wo P(w), Q(w), R(w), S(w) vier linear unabhängige T'hetafunetionen achten 
Grades mit dem Charakter von f’(w) bedeuten. die ihr Zeichen ändern, 
wenn w um die halbe Periode s vermehrt wird. 


(12.) 





Jetzt ist noch zu zeigen, dass 5, 5 vollständige Differentiale sind. 
Es sei 
S=rdw+ydw, = zdew+tdw. 
Dann folgt: 
du = (P(w)z+P(w)z)dw+(P(w)y+P(w)t)dw'. 


Dies muss ein vollständiges Differential sein. Daher ist: 
EN Mi ne 
Ag) (P(w)c+P(w)z) 2 (P(w)y-+P(w)t), 
oder: 
Tr» ( | - x  — 
Pw)(” u). Pw)(-, A )_PKw)y+Pw)z = 0. 


Dieselbe Gleichung muss für Q, AR, S gelten, und da die Determinante der 


dw’ dw 68 w 
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vier Grössenreihen: 
P(w), P(w'), P'(w), P'(w'); 
OCw), Ow), Qw), _'(w'); 


offenbar von Null verschieden ist, so folgt: 


eu B_A_g y=0, 300 


ow  ow ou Ow 


Es sind also y und z gleich Null, & ist nur von w, € nur von w' abhängig. 
Wir setzen demnach: 


d v j 
(13.) EIN. RE ER. 2 


0 g' ’ 
wo o nur von w, E' nur von w' abhängt. 


In 


Um diese Functionen go, oe’ zu bestimmen, stellen wir eine zweite 

Form auf: 
OO 09 
(14.) On,  — Iron ir M. 

Wir nehmen aber « als constant an, und zwar wählen wir, was die Unter- 
suchung wesentlich vereinfacht, für «' einen der Werthe, wofür H„(w') ver- 
schwindet. Nur muss dieser Werth von a-, as, a-+s, as+s verschieden 
sein, weil sonst M= 0 wird. Es sei etwa w = a,. 

Jedenfalls lässt sich M linear durch die T'hetaproducte ©, 0,, aus- 
drücken, und zwar durch die, welche ungerade Functionen sind. Es sei 
0, ungerade, ©,, gerade. Dann gelten für die entsprechenden S folgende ig 
Ausdrücke: 














Ss — YBulo)yB(o') — YAn(w)V Anw') I 

h 9(w—w) I 
S,, = Bun(w)V Ann) — V Ann (@)Y Bun(e') 
% f(w—w‘) | 


oder, da B,„. mit A,, A,„ mit B,, identisch ist: i 


S._ — Anlo)Y Bun )— YBnw)Y Anl) 
Bm)‘ f(w— w') 








Hieraus folgt: 
SS. Antw) + Bulw))YHalw)— (Antw) +Butw))VHnlw) 
VnMmn h(w— w') 

Ist H,(w') = 0, so erhält man einfach: 


we 


ENTE  DESDELETER 
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Var 
H,„(w 
SS Pen Const. an (w) ) 
h(w-—w') 
F7 - EEE \ YH,(w) : 
0, In er. Co st. ee) . 


Somit unterscheiden sich die Ausdrücke der einzelnen Produete nur durch 
den eonstanten Factor. Es wird demnach auch: 
M = Const. YHn(w) -p 
h(w—w') 
und für diejenigen Grössen M, M’, M', die aus M hervorgehen, indem 
man nach «', «, w" differentiirt, statt nach «, gilt dasselbe. 
Bilden wir nun: 
09,d0%,— 02.49, = Mdu+M' du'+ etc. 
so nimmt dieser Ausdruck die Form an: 
VHn(w) 
h(w—w') 
wo dv eine lineare Function von du, dw, du‘, du mit constanten Üoef- 
fieienten bedeutet. Dieses de muss sich, den Gleichungen (12.) zufolge. 
so darstellen: 


D’de, 


de — 7% 
y 
und zwar ist L(w) wieder eine T'hetafunetion achten Grades, die der Be- 
dingung L(w+s) = —L(w) genügt. Wir haben demnach: 
. H,(w) z; L(w) 
(15.) O,d9;5,— Or dO-; une “ w) D’ 2 dw. 
h(w—w') 6 


Nun können wir den Ausdruck links aber auch dadurch darstellen. dass 


wir von den Gleichungen: 
95 = [78V Hs(w)Y Hz(w)f(w+ w+a,+a,)B, 
Or. = 2[78]V/ H,(w)YH,(w)gw +Ww+a,+ a,)D 
ausgehen. Es werde die Function: 
fW)g(u)—g(u)f(u) mit ku) 
bezeichnet. Dann folgt: 
(16.) Od; — Or,d95 = Const. k(w—a,)h(w—a,)k(w+w+a,+a,)P’dw. 
Wir vergleichen jetzt (15.) mit (16... Dann ergiebt sich: 


YAz(W) _ kw—w)h(w—a,)h(w—a,)k(w+w'+a,+a,) 
5 — (Gonst. Lo) — „ı.... 
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Dies wäre eine elliptische Funetion. Berücksichtigt man aber, dass sie 
jedenfalls von den Indices unabhängig sein muss, und deshalb nicht für 
w= (sg, Ar, A; verschwinden kann, so redueirt sie sich auf eine Constante. 
Diese Constante dürfen wir ausserdem gleich 1 annehmen, indem wir sie 
mit P(w), O(w) ete. verbinden. Dann ist: 

oe = VH,(w), 
und ebenso muss natürlich: 

e' = VH,W) 
sein. So kommen wir zu den Endformeln: 
bi ee FE 

YHr(w)  YHnlo') 

du — IW)dw | OKw)dw' 


Tale) ae) © 


(17.) 


\ 








Die Quotienten: 


rw). 


h*(w)’ h*'lw) 
sind elliptische Funetionen, die ihr Zeichen ändern, wenn man vw um s 
vermehrt. 


etc. 


$ 22. 
Das Werthsystem „=0, «=0 etc. und die halbe Periode 7 ge- 


hören zu denen, die O und ©, verschwinden lassen; dem ersteren entspricht 
der Punkt des Gebildes (x, y) = (x, —y'), dem zweiten der correspondi- 


1 .. . u 
rende (x, %) =(— y'). Dementsprechend können wir die Argumente de- 


finiren als Integrale, erstreckt vom Punkte (x, —y') zu (z,y). Wir wollen 
aber eine feste untere Grenze einführen, und zwar einen der Punkte, in 
denen H,„(w) verschwindet. Diesen Punkt, der willkürlich aus den 2o 
ausgewählt werden kann, nennen wir den Nullpunkt des Gebildes. In ihm 
verschwindet y von der ersten Ordnung. In der Nähe desselben dürfen 
wir uns « sowohl wie die vier Integrale erster Gattung 
un Fe 
 YH,(o) ' 
u(x,y) = f uw) de etc. 
“ YHulw) 


u(z, Yy) 


wr 
In 
Eh 
a 
Fo 
& 
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als eindeutige Functionen von y gegeben denken — etwa als Potenz- 
reihen —, und zwar diese vier Integrale so, dass sie für y=(0 verschwin- 


den, und dass sie ihr Vorzeichen ändern beim Uebergang von (r,y) zu 
(z,—y). Die Argumente lassen sich dann entweder in der Form: 


! AN 
u= ulzs,y)-ur,-y), 
u" = ulz,y)-u(z,—y) ete.. 
oder auch in dieser: 
en / ’ n Be 
(1.) | BU We TI; y)+ u(X 2 Y }; 
lu’ = u(a,y)+u(e,y') ete. 


darstellen. Wenn wir (z,y), (x,y) zunächst in der Nähe des Nullpunkts 
annehmen, so sind die Integrale, die 'T’hetafunetionen und alle Wurzel- 
srössen eindeutige Funetionen der beiden Werthepaare. Sonst ist natür- 
lich zur Werthbestimmung nothwendig, dass die Wege gegeben sind, die 
von der Umgebung des Nullpunkts zu (z,y) und (z,y ) führen. 

Aehnlich verhält es sieh mit dem Factor 2, den wir jetzt Pix,y: x.y 
nennen, und der durch die Gleiehung: 


9,;(u(z, y)+u(z',y'),...) 


| = Plz,4; 2,9 
[«A]yYH.;(w)yHa;(w')f(w+w+a,.+a;) 6‘ | 


(2) 
Et 
aber auch durch die übrigen T'hetafunctionen definirt werden kann. Für 
jedes Theta ist: 


(3.) “ — (onst.®P. 


k 


Aus dieser letzteren Gleichung geht hervor, dass ? nie unendlich 
wird; denn ©, kann nieht unendlich gross werden, und es giebt keinen 
Punkt des Gebildes, in dem alle Grössen S, verschwinden. Wenn aber 
an einer Stelle irgend ein S, unendlich wird, so muss an dieser offenbar 
D verschwinden. Mithin wird P(z,y: x,y)=0 in den beiden singulären 
Punkten. 

Dies sind aber auch die einzigen Punkte des Gebildes (r,y), in 
denen ?=0 wird, und es verschwindet 2 dort auch nur von der ersten 
Ordnung. Denn würde ? noch an einer anderen Stelle Null, oder an einer 
der beiden singulären von höherer Ordnung, so würde die Formel (3.) an- 
zeigen, dass dort sämmtliche ©, gleichzeitig verschwinden. Es gäbe also 
ein Werthsystem der Argumente v, ve, vo, ©”, für das alle 256 'T'heta 
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gemeinsam verschwinden. Dass dies unmöglich ist, zeigt sich auf sehr 
einfache Weise aus dem Additionstheorem. Es lässt sich nämlich: 
(4.) u+v, uW+v, ...)O(u—v, W—v, ...) 

als ganze homogene Function einerseits der Grössen ©, (u, «,...), andrer- 
seits der Grössen ©,,(v, v',....) darstellen. Wäre nun jedes ©,(v, v', ...) gleich 
Null, so wäre auch das Product (4.) gleich Null, und zwar für willkür- 
liche Werthe von a, «, «', «". Diese Annahme ist also auszuschliessen. 

Die Funetion ?D(z,y; x',y') wird demnach nie unendlich. sie wird 
Null von der ersten Ordnung in den beiden singulären Punkten (x, y) 


2. ! 1 ’ . . . . 
= (2,—y) und ( ns y'); an jeder anderen Stelle ist sie zwar unendlich 
% © x ’ « 


vieler Werthe fähig, die aber stets von Null verschieden sind. 

Hier haben wir Z als abhängig von (x, y) allein betrachtet. Nehmen 
wir beide Punkte als variabel an, aber in der Nähe des Nullpunkts ge- 
legen, so ist die Funetion ? in ihrem Ursprungs-Element symmetrisch ab- 
hängig von (z,y) und (x, y'); sie ist, wie aus (2.) hervorgeht, darstellbar 
als reguläre symmetrische Potenzreihe von y und y', die für y= —y' ver- 
schwindet, und die ihr Zeichen ändert, wenn man gleichzeitig y durch —y, 
y durch —y ersetzt. 

Lassen wir 9° in —y' übergehen, ohne y zu ändern, so kommen wir 
zu einer Function P(z,y: x, —y'), die Null wird in den beiden correspon- 


direnden Punkten (z,y) und ( h -y'). Bei diesem Uebergang verwandelt 


1 
! 
x 
sich #(@', y') in —u(@', y'), und YH,;(w') in FVH,,;(w'), wo das obere oder 
untere Zeichen gilt, je nachdem die Funetion H,,; im Nullpunkt verschwindet 
oder nieht. Wir können demnach diese zweite Funetion durch folgende 

Formel definiren: 
Z 9,.;(u(z, y)—u(z',y'), ...) 


5.) — | 
Fol -[eA/yH,s(w)yH.sCw')f(w-+w'-+a,+4;) 


ungerade ist, dass die neue Function eine alter- 


. Pz, Y; R, CE )- 


Hier zeigt sich, da ©; 
nirende ist, wenn wir beide Punkte auf die Umgebung des Nullpunkts be- 
schränken. 

Nehmen wir ein ©,, das einer anderen Gruppe angehört, so ist das 
zugehörige S, ein zweitheiliger Ausdruck. Der eine Theil ändert sein 
Zeichen beim Uebergang von y’ zu —y', der andre nicht; jedenfalls 
bleibt aber der Aequivalenzwerth von $, ungeändert. Es ist deshalb 
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allgemein: 


9.(u(z, y)+ ut, y); .) as 
(6. Ä 


ie ’(w m 2 
9.lua, Due, ge Pa, y; 2’, -y) 


5. B(z, Y: 2, Yy); 





Für die Thhetafunetionen von o Veränderlichen gilt ein allgemeiner 
Satz, der den wesentlichsten Punkt des Additionstheorems enthält. Statt 
%u, u, ...)„ schreiben wir abgekürzt O(u),.. Wir denken uns dann irgend 
einen Quotienten gebildet: 
9l(u+a),O(u+b);... 


1.) un %(u+k),O@W+l);... ' 
der im Zähler und Nenner gleichviel Factoren enthält: (a), (b), ... (Ak). (D 
seien Systeme von je e Uonstanten, die der Bedingung: 
a+b+- = k+l+-., 
a+b+-- = k+l+.. ete. 


genügen, (u) sei ein variables Werthsystem, und «, P, z, 4 etc, irgend 
welche Indices. 
Ist der Gesammt-Index dieses Quotienten: 

7» ARE ; OR 
gleich Null, so lässt sich Q rational durch die 4° Thhetafunctionen der 
Argumente «, «, ... ausdrücken, und zwar auch rational dureh diejenigen 
Verbindungen: 

p = 9,9, 
9, 9pr 
welche die einfachsten Abeischen Funetionen darstellen. Hat aber der 
(sesammt-Index einen von Null verschiedenen Werth p, so wird Q das 
Produet eines Thetaquotienten mit einer rationalen Function der Grössen g: 


In ’ \ 
(2.) ) = 5 R(o,:@, ...) 


Der Index » ist beliebig, m aber nothwendig gleich pn. 
Der Satz ist bekannt und unmittelbar zu beweisen, wenn man das 

Additionstheorem in der Gestalt der Riemannschen T'hetaformel annimmt. 
(sehen wir nun zu unserem Fall über, und setzen für die vier Ärgu- 

31" 
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mente die Werthe 
u= ulz, y)+ulz, y'), ete., 
so werden die Grössen g sämmtlich rationale Functionen von (z,y), und 
der 'Thetaquotient in der Gleichung (2.) wird äquivalent £,; es wird also 
0 das Produet von $, mit einer rationalen Funetion von (z, y). Der Punkt 
(x',y) ist hierbei beliebig. Lassen wir ihn mit dem Nullpunkt des Ge- 
bildes zusammenfallen, so werden die vorausgesetzten Werthe der Argumente 
mit den Integralen x(z, y), w(z, y) u.s. f. identisch; denn (x, y’) ver- 
schwindet. Wir sehen daher: 
Für w=u(z,y), W =u(z,y) ete. wird jeder Quotient von Produeten 

sleichvieler 'I’'heta: 

Ou+a),Ilu+b);... 

Ku+k), HKu+dı... ' 
dessen Constanten die angegebene Bedingung erfüllen, eine Function von 
a8... besitzt. 
Wir wenden dies zunächst an auf den Quotienten: 


9,.ulz, y)+ulz,,yı)) On(ulz, y)—u(z,, y,)) 


9,.(lu(z, y)+u(z,, y,)) On(u(z,y)—u(z,,y,)) = Kia, y), 
der, dem aufgestellten Satz nach, eine rationale Function von (x, y) ist. 
(2,,9,) und (@,,9y,) seien feste Punkte des Gebildes.. Der Zähler werde 
mit Z, der Nenner mit N bezeichnet. Nach den letzten Formeln des vorigen 
Paragraphen ist dann: 
BER 2.0 
9’(w—w,) 
denn S,, ist rational. Nun wird P(x,y; z,,y,) gleich O für (x, y) = (x, —yı) 


vo, die den Aequivalenzwerth & 





f . P' / ’ . ’ \, 
D(e, Y: 7, y)P(e, Y: 7, —Yı)s 


ie 1 “ 
und für (x, y) = ( Fe y): P(z,y; z.—y,) dagegen für (x, y) = (z,,y,) und 
u 
\ 3 
ER - 
(7, Y) kz 
denselben vier Punkten des Gebildes, wie A(w—w,), und wenn wir: 


f P(z,y; xz,,y)P(z,y; 2,—y,) u 
(2,) . 1791 . 19 71 Bun w 7.4 
et h(w—w, ) (z, Y; T|. Yı) 


‚- yı) Beide Funetionen zusammen werden demnach Null in 


/ . 


setzen, so ist dies eine Function von (z,y), die nirgends Null und nir- 
gends unendlich wird. Wir bekommen so: 


Zcoof(w)elw—w,) Plz, y; &ı, Yı), 


und ebenso ist: 


Novf’(w)e(w—w,) P(rx, y; &:, Y.). 
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Nun sind aber Z und N äquivalente Grössen, da ihr Quotient rational ist. 
Ausserdem ist e(w—- w,)Cvde(w—w,); folglich ist auch 


YP(r,y; 2,9.) 

Wz, y; ,.9,) 
eine rationale Function von (z, y). Aber diese kann niemals Nall und 
niemals unendlich werden; sie ist also eine Uonstante in Bezug auf (x, y), 


Hieraus schliessen wir, dass ?(z,y; x,,y,) in zwei Factoren Sa 
von denen der eine nur von (z,y), der andere nur von (zw,,y,) abhängt. 
Die Gleichung (2.) zeigt ferner, dass die Function 7 symmetrisch ist in 
Bezug auf beide Punkte (z,y) und (z,,y,), wenn man sie auf die Um- 
sebung des Nullpunkts beschränkt; denn von den Factoren des Zählers ist 
der erste symmetrisch, der zweite, ebenso wie der Nenner, alternirend. Wir 
können demzufolge setzen: 

Fa,y; 2,9) = Fa, y) Fa. Yı). 
So sind wir zu der Gleiehung: 
3.) Pla,y; 2, yı)Plz,y; 2, —yı) = h(w—-w)Plz, y)P(x, Yyı) 
gelangt, in der Pr, y) eine 'Trranscendente ohne Null- und Unendlichkeits- 
stellen bedeutet. 


$ 24. 
Wir nehmen jetzt für w, «, «', «" Summen von je vier Integralen: 
u = ulz, y)+ula,, Yı)tulz, 9)+ulz;, Y;3), 
A) Nu ua, yH- 
etc. 





2 


Dann dürfen v, «, «, « als unbeschränkt veränderliche Argumente gelten, 
da ihre Functional-Determinante nach 7, &,, ©, x, nicht verschwindet. 
Bilden wir nun den Quotienten: 
9,.(ulz, yJ—u(z,,y,)) 
9,(W)- 2 (z, y) z (2, Y, n er 
Imlulz, y)+ulz,,y,)) 9u(ulz, y)+u(lz,,Y,)) 
so ist dieser, dem allgemeinen Satz zufolge, darstellbar als Product von S,, 
mit einer rationalen Function von (z,y). Wir erhalten daher: 
9,(u(z, y)+u(z,,y))On(u(z, y)+ulz,, y,)) 
9, en 
On(u(z, y y)—u(z,,Y,)) 
Die Indices m, » sind beliebig; nur muss natürlich ©, von © und ©, ver- 


schieden gewählt werden. 
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Es ist aber — wenn w, %,, %,, w, die Werthe von w in den vier 
Punkten bedeuten —: 


9,(ua, Wu, ol 


er A A 
g(w—w,) Sm b(z, y; T,, Y:), 


9,(ue, y)+u(z;, y)) m Fnteg Pe, y; %;, Y;), 


U EEER FW) 
9,(ulz, Yu, y)) VD ni 


Im 


mPlz,Y: Ti, —Yı). 
Folglich: 


0,5 MIe—w) _; Play Pay a) 
gw—w,)g(w—w,) 





$(z,y; ©,,—y,) 
Diese Formel gestaltet sich symmetrischer, wenn wir die letzte Gleichung 
des vorigen Paragraphen benutzen. Sie geht dadurch über in: 
. Fw)&nPlz, y; ©, yı)P(z. y; 2,,9,)P(z,y; ®,, Y,) 
er Ta Cr Tor 
oder, da 
fw) ovglw— w)gw—w,)fw—w,)fw+w,+w,-+w;) 
Ist: 
P(r,y; ©,y,)P(a,y; 2,,9)P(z,y; 2,9%). 
P(z, y) 
Wir fügen noch im Zähler die drei von (x, y) unabhängigen Factoren: 


9,(W) vflw+w,+w,+Ww,)$, 


Pia, Yyı5 22,9) Pla Yır 23,9), Plan, Yo} ©, 95) 
und im Nenner: 
Fa, yı) Piz, 9.) Pas. 95) 
hinzu. Das symmetrische Product: 


P(z,y; ©,,y,)P(z, y; 2,,Y,).--P(,. Y5 %,,Y,) 


.o f ' 
(2) Be, y)Be, y)WBz, y,) Wa, u) 
werde mit R bezeichnet. Dann ist: 
(3.) 9,W)cofw+w+tw,+ w;)S,R. 


Mit Hülfe dieser Gleichung ist es möglich, die einzelnen Functionen 
9,(u), deren Argumente als Summen von vier Integralen gegeben sind, 
durch die Grenzen dieser Integrale auszudrücken. Betrachten wir den 
transcendenten Factor R. Dieser wird nie unendlich, und verschwindet als 
Function von (x, y) in den sechs Punkten: 


(Tas Ya): * he » 


Ta 








ER 
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Bilden wir also den Quotienten 


9,(u) 
u. 


so ist dies eine Function mit dem Aequivalenzwerth f(w-+w,-Hw,+w,)S,, 
die nur in den angegebenen sechs Punkten unendlich werden kann, und 
zwar höchstens von der ersten Ordnung. 

Wir werden sehen, dass diese Bedingung genügt, um die Funetion 
bis auf einen von (xz,y) unabhängigen Factor zu bestimmen. Ist der Aus- 
druck, den wir auf diese Weise erhalten, ausserdem symmetrisch in Bezug 
auf alle vier Punkte, so nennen wir ihn wieder S,, und offenbar kann sieh 
dann ©,(u) von RS, nur um einen Factor unterscheiden, der von allen vier 
Punkten unabhängig ist. Die Bestimmung dieser Constanten, die leicht ist. 
wenn man die specielleren Formeln des vorigen Abschnitts heranzieht, über- 
gehen wir, da sie kein besonderes Interesse mehr bietet. 

Multiplieirt man S, mit dem alternirenden Produet 

h(w—w)h(w— w,)h(w— w;)h(w,— w,)h(w,— u,)h(w,—w,) = D, 
und setzt: 

DS,=X, 


so ist X, eine alternirende Function der vier Punkte, und als abhängig 


ya 


b) 


von (x, y) charakterisirt durch den Aequivalenzwerth: 

X, cv hk(w—w)h(w— w;)h(w— w;,)f(w-+ w,+uw,+4+w,)E,, 
sowie durch die Bedingung, dass A, nirgends unendlich werden darf, aber 
verschwinden muss in den sechs Punkten: 


rd ee) 


j N Da 

Um die Ausdrücke X, oder S, wirklich zu bilden, werden wir allerdings 
wieder die vier Gruppen zu unterscheiden haben, was die Aufgabe com- 
plieirt macht; auch die Resultate werden der Form nach durchaus ver- 
schieden. Eine Vereinfachung aber ergiebt sich aus folgender Bemerkung. 
Ersetzt man (x, y) durch den eorrespondirenden Punkt = Ä y). so werden 
offenbar die Nullpunkte von X,, und die Unendlichkeitspunkte von 8, nicht 
geändert. Auch die Grösse &, behält ihren Aequivalenzwerth. Denn nach 
den Angaben am Schluss von $ 19 ist: 


_ fo). 


NEL) ro. 
yAlw) 


yAlıw) 


In 


n 
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Führt man nun die Transformation aus, wodurch w in w+s übergeht, so 
ergiebt sich: 
Bw) N 
a j B,(w) INN ' gu 
5, Er “78 —(Q 7", 0 — ge) . 
YB(w) YB(w) 
Da nun 


YA,(w) VB,(w) — YA (%) YB(w) rn YH, (W) 


ist, so folgt: 


VA) 3 
Mithin ist 5,8, =y", und da ausserdem &co1 ist, so erhalten wir &\Oo$,. 
Nur der Factor f(w+w,-+w,+;) ändert sich; er geht in g(w+w,+w,+,) 
über. Die Funetion, die aus S, hervorgeht, indem man den Punkt (z, y) 
durch seinen correspondirenden ersetzt, hat demnach den Aequivalenzwerth 
gw+ w,+w,+uz)&, Dies lässt sich aber, da 5, co e(w) ist, auf die Form: 
S, DD f(w + w+ Ws w;) u 
bringen. Es genügt also die Function S,, die aus S, durch die Trans- 
formation von w in ©+s, und von YH,(w) in —YH,(w) hervorgeht, in jeder 


Beziehung denselben Bedingungen, wie S,,, und wir können deshalb 
S,, = S, setzen. 


Ist der Aequivalenzwerth g einer Function X gegeben, so ist A das 
Produet von g mit einer rationalen Function von (z,y). Jede rationale 
Funetion aber lässt sich so darstellen: 

.(w)+ u(w)y, 
wo 4(w) und u(w) elliptische Funetionen sind. Setzt man nun yp=w, 
so wird: 
X = Aw)gtu(e)w. 

Hier kann y sowohl wie w dadurch geändert werden, dass man irgend 
welche elliptischen Funetionen als Factoren hinzufügt. Es handelt sich nun 
darum, für jedes X, ein möglichst einfaches Paar solcher Aequivalenzwerthe 
s, w herzustellen. 
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Es ist allgemein: 
AÄ,DKs,, 
K = h(w-w,)h(w- w,)hw—w;,)fw+w,+w,+1,), 


5 VAle) ‚s fo) 
5; YA(w) ; YA(w) 


Wir führen zunächst den Fall durch, wo N eine gerade Zahl ist: 


N=0 (mod. 2). 


(1.) 


0 1 





Dann ist o” eine Potenz von go. Es ist aber o’we(w): folglich: 
/ 
# A,(w Aa 
SR ( I (ew)yi. 
YA(w) 
Ausserdem ist, nach (8.), $ 17: 
YAn(w) _ YH,„(e) 
YA(w) IIf(w—a,) 
wo das Produet im Nenner sieh über alle Elemente von » erstreekt und 
demnach aus N Faetoren besteht. Somit haben wir: 
i YH,(w) ZANNEN 
EV e(w))“. 
. TIflo—a,) | ® )) 
Ferner, da Fa, = a, ist: 
I f(w —a,).fw+a,)vf"*(w). 
Folglich: 


f(w-+a,) 
fs) 


Diese Formel lässt sich noch etwas anders fassen, wenn man berücksich- 
tigt, dass ff(w) = e(w)h(w) ist; nämlich so: 
f(w+a,) YH.(w) 

f(w)  (hw))i* 


. Hierzu fügen wir einen zweiten Aequivalenzwerth derselben Grösse: 


fw—a,) YA.) | 
f@w)  (hlw)jt 38 


Dass in der T'hat beide Ausdrücke äquivalent sind, sieht man sofort, wenn 
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5, MW YH,(w)(e(w))'". 


(2.) 5, 


(3.) 5, VD 
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man ihr Produet bildet: 


2, [@ta)f(w—a,) YHnlo) 
SD f’(w) (kh(w))‘ 


Diese Formel ist richtig; denn es ist &co1l, und der Ausdruck auf der 


rechten Seite ist ebenfalls eine rationale Function von (z, y). 
Dem Factor K geben wir die Form: 


Kcoh(lw)fw—w, —w—1;). 


Dann ergeben sich aus (2.) und (3.) zwei Werthe, die beide äquivalent 
KS, oder X, sind: 


|y = fw-w-w-w,+a,)(h(w))""YH,(w), 


(4.) Ar ei 
| Wr m f(w —- WW, —- WW; — a,)(h (1) )'“ E% Y‚H,. (w). 


\ 


Wir werden demnach X, so darstellen: 
(5.) X, = L(w)YH,(w)-+M(w)YH,,(w), 


wo L(w) und M(w) eindeutige Functionen von ® sind, die den Bedingun- 
sen genügen: 

Lw)cofw—w, —w,—w;+ a,)(h (w)y?r, 

| Mo) oo f(w-w, —w,—w,—a,)(h(w))P?-", 


(6.) 


Hierzu kommt, dass X, im Gebilde nie unendlich werden darf, und dass 
deswegen auch die beiden Theile, aus denen der Ausdruck besteht, stets 
endliche Werthe haben müssen. Dann kann aber auch weder ZL(w) noch 
M(w) unendlich werden. Folglich sind ZL(w) und M(w) elliptische Theta- 
functionen, die erstere vom Grade 7—N, die zweite vom Grade N—1; ihr 
Charakter ist durch die Formeln (6.) bestimmt. 

Der Ausdruck L(w) enthält hiernach 7—N, der andere N—1 Üoeffi- 
eienten. X, hat also im Ganzen sechs Coefficienten, für deren Bestimmung 
die Gleichungen: 


(7.) A,=0 für (a,y)= (x, Yy.) und ( = ; —y,) (a=1, 2,3), 


oder, was dasselbe ist: 
L(w)YH,(w)+M(w)YH,.(w) = 0 
für: 


v=w,, VYH,w)=VH,w,) ud w=w,+s, VH,(w) =—YVH,(w,) 
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(w,) so ein, dass das Produet 


gegeben sind. Führen wir IH,(Ge,). VH,. 
dieser Grössen gleich YH,(w,) oder y,h’(w,) ist, so haben wir zur Be- 


stimmung der Coeffieienten das System von sechs Gleichungen: 


[|  LeJVH,w)+Me,)VH,.(w) = 0, 


a) 


| L(w,-+s)) H,(w,)—-M(w,-+s)) H ‚(w,, —— #0) 


(8.) 


I. Im Allgemeinen ist eine Gleichung mehr vorhanden, als zur 
Bestimmung der Üoeffieienten nöthig wäre. Nur in den beiden besonderen 
Fällen: 

N=0 und N=$8, 


wo es sich um die beiden ausgezeichneten Funetionen 9, ©, handelt, braucht 
man sie alle. Denn für N=0 wäre M(w) eine T'hetafunction vom Grade 
—1. Eine solche existirt nicht: demnach ist M@e) identisch Null. Liw 
ist dann eine 'T’hetafunetion siebenten Grades, die aber. den Gleichungen 
(8.) zufolge, für e=w, und e=w,+s verschwindet. ZL(we) muss daher 
durch hw—w,)h(w—w;,)h(w—w;), oder, was auf dasselbe hinauskommt. 
durch das im vorigen Paragraphen definirte alternirende Produet D theil- 


bar sein. Der Rest ist eine T'hetafunetion ersten Grades, die. dem gege- 


benen Aequivalenzwerth nach, nur fe-+w,+w,--w,—+a,) sein kann. a, Ist 


aber Null, und 4,@e)=1. Wir erhalten daher: 
9, (X = Dfw+tw tw.+w;), 
b IS, = fw+tw+w,+;). 


+ 


Die entsprechenden Formeln des anderen Falls, X = 8, werden hieraus direet 
gewonnen, indem man » durch w-+s ersetzt: 


| 


(A, — Do(w+w, tw, +;). 


(10.) 
Se \S, = ge+w+t%,+;). 


Demnach ist: 
(u) 


11.) ar 


Const. e(w--w, + 0,4 %;). 


Man sieht leicht, dass der Werth des constanten Faetors nur +1 sein kann. 
Denn lässt man », mit a-, w, mit a, zusammenfallen, so wird uGr,.9)--u(r,.y 

gleich der zum Index 78 gehörigen halben Periode, und die Gleiehung (11. 
muss mit der Formel des vorigen Abschnitts: 


32° 
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0) 
= = se(w+w-+a;+a,) 
Or 


identisch werden. 
II. Wir gehen jetzt zu N=2 und N=6 über. 


Es sei zunächst N=2. Dann folgt aus (6.): 
(| Kw) co flw—-w, —w,—w;,-+a,)h’(w), 
Me) cofw—-w —- wm —w,— a,). 


(12.) 


Die letztere Gleichung bestimmt M(w) bis auf einen constanten Factor. 
Ks muss: 
(13.) Mw) = Cf-w+w,+w,+4w;+-4,) 
sein, wo C von w unabhängig ist. Der Thetafunetion fünften Grades L(w) 
geben wir die Form: 
L,h(w— w,)hk(w—w;)f(w—w,+w,+ w;+a,) 
(14.) + Lhlw—w;)h(w— w,)fw+w, —w,+w,-+-a,) 
+ bh(w—w,)h(w—w,)fw+w, +w—-w;,+a,), 





die allerdings der Bedingung (12.) genügt. Sie muss aber doch erst dadurch 

gerechtfertigt werden, dass wir zeigen: die Coeffieienten Z,, L,, L, und C 

lassen sich so bestimmen, dass die Gleichungen (8.) sämmtlich erfüllt werden. 
Setzen wir = w,, so erhalten wir aus (13.) und (14.): 


Mw,) = Cf(w-+w;,-+a,), z 
L\(w,) = Lh(w—w,)h(w, —w;)f(w.+w;+a4,). 
Dagegen wird: 
Mw,+s) = —Og(w+w;-+-a,), 
Lw,+s) = Lhlw—w,)h(w, — w;)g(w.+w;+a,). 


Die Gleichungen (8.) führen in beiden Fällen zu derselben Beziehung 
zwischen C und ZL;: 


(15.) Lkw, — w,)h(w, — w;,)YH,(w,)-+ CYH,.(w) = 0. 


Wir setzen, da wir für C einen willkürlichen von w unabhängigen Werth 
wählen dürfen: 


C = YH,(w,)VH,(w;)YH,(w;,)h(w, -w;)h(w, —w;)h(w,—w;). 


N ER N REN 


TE RE 


Be, 
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Dann wird, zufolge (15.): 


/ / \ / N \ 
L, = —VH,.(w)VH,@w)V H,(w;)h(w, — w;), 

/ / Ei _ i 
L; OR } H,(@w,)) H,.„(w»)) H,(w;)h(w; — w;, ’ 


/ x,/m \ N 
L. = -—I H,(w,)V H,(w,) H,.(w;)h(w, — w,), 
und wenn wir die Werthe dieser Coefficienten in die Ausdrücke L(w). M(w 
einführen, so wird L(w)VYH,(w)+M(w)YH,,(w) oder X, gleich: 
VH„.@)VH,(e)VH,Ge)VH,(w,) 
h(w,— w,)h(w, — w;)h(w,— w;,)f(— w+ w, + w,+ u, +, 
> rn / er / $ 
—YH,(w)V H,.(w,)VYH,(w;,)VY H,(w,) 
hk(w—w,)h(w— w,)h(w, — w;,)f(w— w, + w,4+ w; +a,)— ete. 
Der ganze Summenausdruck besteht aus vier Gliedern und ist alter- 
nirend in Bezug auf die vier Punkte. Dividiren wir ihn durch das mit D 
bezeichnete Produet, so erhalten wir den symmetrischen Ausdruck $8,: 


55 YH.n(w,)) H,(w,)) H,(w,)VYH,(w,)f( -w,+w, tw, -+w,- a 
0,1,2,3 h(w,—w, )h(w,—w,)h(w,—w, ) 


(16%) S 


\ n 


wo wir, um die Symmetrie stärker hervorzuheben, der Variabeln ® den 
Index 0 gegeben haben. 

Zu den Grössen S,„ mit sechsgliedrigem Index kann man übergehen, 
indem man @,+s statt w,, und —YH,(w,) statt YA,(w,) schreibt: 


16) S.= & VH,„.(w,)YH.(e, )YH,.(w,)] H,(w,)g —w, tw, +w,+w,-+-a,) 
re 


; 0,1,2,3 h(w,— w,)h(w,— w,)h(w, — w,) 
III. N — 4, 
In diesem Fall sind L(w) und M(w) vom dritten Grade: 
L[w) Dflw—w —w,— w,-+a,)h(w), 
Mw) Dfw—w, — w,— w,—a,)h(1). 
Wir denken uns demnach ZL(w) und M(w) so dargestellt: 
L(w) = Lhlw—-w)fw+w—w,—w;+a,) 
-L,hkew—w)fw+tw,—w, —w;-+a,) 


+ Lb,h(w—w)fwtw;—-w,—w,+a, 


67 


M(w) = Mh(w-w)f(w+w—w—w,+a,) 


\ 


+ M;hk(w—w,)f(w,+w,—w—w,-+-a,) 





\ 


n J ° 


+ M;,h (w Eu w;)f(w, +0—-%—w; +4 
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Hieraus folgt: 


LKw) = Thlw—w,) f[w— w;-+a,) + L,hlw, — w;) f(w— w,+4,). 
Mw) = M;h(w —w,) f(w;—w,+a,)+ M;h(w, —w;) f(w,— w;-+a,): 
Lw,+s) = — L,h(w— w,)g(w, — w,+a,)— L,h(w, —w;)g(w, — w,+-a,), 
Mw-+s) = M;hlw—w,)g(w,— w,+a,)+M;h(w, — w;,)g(w,— w,+-4,). 


Die Gleichungen: 
‚(@w,)V H,Q@e,)+M(w,)VH,„(w:) —(, 
Lew, +s)VH,@w)—M(w,+s)VH,,(w) = 0 


führen daher zu folgenden Beziehungen zwischen den Coefficienten: 
(L,h(w, — w;) VH,(w,) + M ,h(w, — w;)VH,. (w,)) f(w:— w;--a,) 
+ (L,h(w, —w;)V H,(w,)+M;h(w, — w;)VH,.(w,)) fw—w.-+a,) = 0, 
(L,h(w,— w;)V H,(w,) + M;h(w,— w,)V H,,( ©,)) gw,—w,-+ta, 


+(L,h(w,—w;)V H,(w,) +M;,h(w, —w;)V H,.„(w,)) gm —w,ta,) = 0. 


\ 
/ 


Die eingeklammerten Ausdrücke sind in beiden Formeln dieselben; sie 
müssen also Null sein. So erkennen wir, dass, wenn «, 9, y die Indices 
1, 2, 3 in irgend welcher Reihenfolge bedeuten, stets: 

(18.) L;h(w,— w,)VH,(w,)+M,h(w,—w,)VH,.(w,) = 0 
ist. Diese Beziehung reicht offenbar aus, um die Verhältnisse aller sechs 
Coeffieienten anzugeben. Wir genügen ihr, wenn wir setzen: 


l 


L, = h(w—w;)VH,(@w,) VH,.(w)V H,.(w;), 
L, = h(w,—w,)VH,,.(w,)VH,(w.) VH,.(w;). 


L; .. h(w,— w;)| H,.(w,)VH,.(w.)VH,(w;); 
M, = hk(w,—w,)VH,.(w,)VH,(w.) VH,(o,), 
u.8. f. Diese Werthe sind in die Ausdrücke (17.) für Z(w) und M(w) ein- 


zuführen. Dann wird wieder 


X, = L(w)YH,(w)+M(w)VH,,(w) 


eine alternirende, dagegen S, eine symmetrische Summe, die aus sechs 
Gliedern besteht, und die wir so schreiben können: 


NE RR ER EI 
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_ gs fwtw—w,—w, +a,)yHulw,)y H.Qe,)VHan(w,)V Hunlıe,) 
h (w, #% w,)h (w, — wo, )h (w, 5% , )h(w, —W,) 


(19) S, 


Die fünf übrigen Glieder entspringen aus dem hingeschriebenen, indem man 
das Punktepaar (w,. w,) der Reihe nach mit: 


(1,, ©), (Wo, @3), (W1,W:), (W, 3), (W:, ; 
vertauscht. 
IV. Nun kommen wir zu dem letzten Fall: N = 1 (mod.2), also zu 
den Funetionen, die sich zu © und ©, azygetisch verhalten. 
Hier müssen wir aber die Darstellung ändern. Aus den Gleichungen: 


\ 


ziehen wir die Folgerung: 


= VAn(w) (sr \ECN+1) 
®n 4 .\ (e(u 2 
(w) 
Es war aber: 
K= h(w-w,)h(w—w,)h(w—w,)fw+w,tw,+tw;). 
% 1 \ u 4 \ r \ ı - 


und da: 
fw-w)fw—-w)f(w—-w;)fw+w+u,+w;) vf'(w 
\ 2JI\ we rw, Tri; 3) VI\ 
ist, so können wir setzen: 
Kcog(w -w,)g(w—-w,)g(w—w;,)f'(w). 
Danach wird: 
(20.) X,cvgw-—-w,)g(w—w,)g(w—w;)(e(w))' "VA, (w 


also entweder: 
AÄ,cvfle—w,)f(w— w,)f(w—w;)\ A,(w 
oder: 
A,cvg(w—w,)g(w— w,)g(w—w;)\ A,(w), 


je nachdem N=1 oder N=3 (mod. 4) ist. 
Wir dürfen uns auf einen dieser beiden Fälle beschränken. Denn 
zu dem andern können wir dann leicht durch die 'I'ransformation von w 
in @+s übergehen. Wir nehmen: 
N=1 (mod.4) 
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an. Dann ist: 
y= fw-w)few—-w)f(w— w;)V A,(w) 
ein Aequivalenzwerth von X,, und: 
v = f(w—w,)f(w— w.)f(w—w;)VB,(w) 
ein zweiter, weil für den Fall eines ungeraden N die beiden Grössen 
VA,(@w) und VB,(w) äquivalent sind. Das Produet YA,(w)VB,(w) ist wieder 


eleich YH,(w), ebenso wie vorhin VYH,(w)VH,,(w). Hiernach gilt für X, 
folgende Darstellung: 

(21.) X, = L(w)V A,(w)+M(w)VB,(w), 
wo L(w) und M(w) eindeutige Functionen von w sind, mit dem Aequiva- 
lenzwerth: 

fw—w)fw—-w)f(w—w;). 

Da X, nie unendlich wird, so dürfen auch L(w), M(w) nicht unendlich 
werden. Dies sind also T'hetafunetionen dritten Grades, die wir zusammen- 
setzen können aus den drei Funetionen: 


fw-w)gw—-w)gw—w;) = P,(w), 
(22.) fw—- w.)g(w-w;)gw—w,) = P.(w), 
f(w—-w;)gw-—-w)gw-w.) = P;(w). 





Es sei: 
2) Me = Areale) 
| | M(w) = M,P,(w)-+M,P,(w)-+M;P;(w); 


also: 


(24.) X, = 2(1,V4,(w)-+M,VB,@))P,(w), 


N 


Wir wollen bald den Ausdruck für X,, hinzufügen. Dieser entspringt aus 


X,, wenn wir w durch @-+s ersetzen, und hierbei YH,(w+s) = —VH,(w) 
annehmen. Da aber für ein ungerades N: 
A,w-+s) = —B,(w) 


ist, so folgt aus der Gleichung 
VALo+HaVB.(e+s) = VA VB,lo) 
VAnlw+s) _ VBnlw) 
VB.@w+)  Vnle) 


Wir haben also bei dieser Transformation VA,(w) und VB,(w) einfach zu 
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vertauschen. Die drei Funetionen P,(w) gehen über in: 
Q,(w) = gw—w)fw—w)f(w— w;), 
(25.) O;(w) = gw—w)fw— w)f(w—w,), 
0,0) = gw-w)fw-w)fw-w.). 
Demnach ergiebt sich: 


(26.) X. = Z(L,VB,w)+M,VA,(w))0,(w). 





Wir können jetzt die Coeffieienten Z,, M, bestimmen durch die Bedingung, 
dass sowohl X, als X,, verschwindet für v=w,, VYA,(w) = YA,(w,). 
VB,(w) = VB,(w,). 


Für »= w, ist Q,(w) von Null verschieden, aber die beiden anderen 


174 


Functionen Q verschwinden. Daher ergiebt sich aus der Bedingung A,, = 0: 
L,VB,(w,)+M,VA,(w,) = 0. 
Wir setzen dementsprechend: 
L,=-C,VA,(w,), M,= CVB,(w,). 
Dann wird der Ausdruck von X, (Gleichung (24.)) folgender: 


n 


3 ’ N 
X, = 3C,P,(w)(VB,(w)VB,(w.)—VA,(w)YA,(w,)). 


a=I 
Diesen wollen wir noch etwas modifieiren. Es sei: 
P(w) = g(w—-w,)g(w— w;,)g(w— w;). 

Dann ist P,(w) = P(w)e(w—w,); und wenn wir nun die Funetion: 

(27.) (VB,(w)VB,(w')—VA,(w)V A,(w'))e(w—w') mit [w, w'| 
bezeichnen, so wird: 

X, = P(w) x C,[w, w,]- 

Statt Pf) führen wir nun das symmetrische Produet 

28.) I= glw-w,glw—w,)g(w—w;,)\g(w, —w,)g(w, — w;,)g(w,— w;) 


ein, das sich von P(w) nur um einen constanten Faetor unterscheidet. 
Dann ergiebt sich: 


3 
X, = 12% C,[v, w.]. 
a} 
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Wenn wir nun 
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[w, w,|; wir erhalten: 


C;[w W.> w;|+C,|w a, W, ‚| = 0. 


Demnach ist zu setzen: 


G=[w,w]l G=[w,w]l G=[w,, w;], 


wodureh der 


Ausdruck X, bestimmt ist und auch wirklich alternirend wird 


in Bezug auf alle vier Punkte: 


Daher ı 


oder. 
(30.) 


Wir 
A,(w). 


X 


23 


n 


hier 


‚(w) fortgelassen. 


— 4\\w, w,)|w,, w,)+[w, w,][w;, w,])+[w, w;][w,, w;]}. 


In dem Produet D ist 4 als Faetor enthalten. und der andre Factor ist: 


fw—w)fw—w)...f(w—- w,). 


5 _ Dow lle,,@,]+ +, @,][w,, 
ee. ee)’ 


wenn wir jetzt die Ausdrücke (27.) für die Funetionen [o, «') einführen: 


(VB(w)Y B(w,)—YA(w)yA(w,))(V B(w,)Y B(w,) — YA(w,)YA(w,)) 


gw—w,)g(w,—w,)f(w— w,)f(w—w,)f(w, —w,)f(w, — w,) 


der Einfachheit wegen den Index » bei den Functionen 
Führt man die Multiplieationen aus, und berück- 


sichtigt die (rleichung: 


e\ 71° —— 


so ergiebt sich: 


(31.) 


Uebersichtlieher 


(Grösse S,, 





S 


N 


23 


durch die Transformation von w in w+s ergiebt. 


v,)elı— w,)+t+elw— w,)e(w, —w,) = e(w— w,)e(w— w,)...e(Ww,—W;), 


VBAe)VBiw,)VB(w,)V Bw,) + VAQw)V Aw,)V A@,)V Aw,) 
gw—w, )g w—w,)...g(w, —W,) 
 YB(e)y B(w,)YA(w,)YA(w,)+YVA(w)yACw,)VB(w,)YB(w,) 
ıw—w,)g(w, —w,)f(w—w,)f(w—w,)f(w, —w,)f(w, —w,) 


ist der Ausdruck, der sich hieraus für die zugeordnete 


© = ,, so erhalten wir: 
32) 8. 2 VA@)VEe)VBQ)V EC) + VBQw)VAQ)VAQ.)VAe,) 
Pr 123  flw,-- w,)f(w,— w,)f(w,— w,)g(w, —w,)g(w, —w,)g(w, —w,) 
Wesentlicher als diese umfangreichen Summenausdrücke — die aber 


doch gegeben. werden mussten, 





= w, werden lassen, so verschwindet X,, und gleichzeitig 


Setzen wir 


weil sie der Zielpunkt der Untersuchung 
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waren — ist der Satz, der sich mit Evidenz aus diesen Betrachtungen 
ergiebt: 
Die Abelschen Functionen, die sich aus den Theta bilden lassen. 
werden, wenn man für die Argumente Integralsummen einführt: 
u = ulz, y)+ulr,,Yı)t, etc. 


rationale symmetrische Funetionen der Punkte (r,y), (2. Yı). ..., die un- 


eändert bleiben. wenn man je zwei dieser Punkte mit ihren eorrespon- 
Ä } 


direnden vertauscht. 





























Zur Theorie der elliptischen Functionen. 
(Von Herrn Paul Günther.) 


\ enn zwei eindeutige elliptische Functionen (mit denselben Perioden) 


(1) 2=y@), y= wu) 
gegeben sind, zwischen denen ja immer eine algebraische Gleichung 
(2.) f(a,y) = 0 


bestehen muss, so kann man sich die Aufgabe stellen, auf rein algebraischem 
Wege folgende Probleme zu behandeln: 

a) Vor Herstellung der Gleichung (2.) zu entscheiden, ob dieselbe 
vom Range 0 oder 1 ist: 

b) im ersteren Falle eine dritte elliptische Function 

s=y(u)=NR(e, y) 

aufzustellen, durch welche sich x und y rational ausdrücken lassen, und 
diese Ausdrücke zu bilden (wiederum ohne Kenntniss von (2.)); 

c) die Gleichung (2.) herzuleiten. 

Die folgenden Untersachungen sollen einen Beitrag zur Lösung dieser 
Probleme liefern. 


I. 


Satz von Herrn @. Humbert über den Rang der Gleichung f(x, y) = 0. 
Herr @. Humbert hat den Satz bewiesen: die zwischen zwei ellip- 
tischen Funetionen 


(1.) z=gy(a), y= wu) 
(mit den Perioden 242, 242”) bestehende algebraische Gleichung 
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ist vom Range 1 oder 0, je nachdem einem willkürlichen Werthepaare 
(z,y) stets nur ein oder mehrere incongruente Werthe « entsprechen („Sur 
les courbes de genre un“, T’hese, Paris 1885; vergl. auch Uomptes rendus 
Pd. 97, S. 1136, sowie zwei Abhandlungen von Herrn Otto Schlesinger, 
Math. in Bd. 33, S. 444, und Bd. 34, 58. 465). Man kann die Richtig- 
keit dieses Satzes auch auf folgendem Wege darthun. 

a) Wenn die Gleichung (2.) vom Range 0 ist, so giebt es eine 
rationale Funetion z von x und y, durch welche sich umgekehrt x und 
y rational ausdrücken lassen. Ist also r der Grad der elliptischen Fune- 
tion z (r >> 1), so entsprechen jedem Werthepaar (x, y) r Incongruente 
Werthe a, deren Summe überdies constant ist. 

b) Wenn (2.) vom Range 1 ist. so kann diese Gleichung durch eine 
rationale eindeutig umkehrbare "Transformation 

(3.) z=KRlE, no), hl, n), 

(3°.) ee, n= le, g) 
in die eanonische Form 

(2*.) n„ = 4° 95-9; 
übergeführt werden, und es wird auch (2°) vom Range 1 sein. Dabei 
können wir festsetzen, dass etwa dem Werthepaar <=x, 7 = x) das 
Werthepaar (e = (0), y=w(0)) entsprechen soll. Aus (3.) ergiebt sich 
eine neue Parameterdarstellung von (2.): 


(4) (2 = R, (polo, 0), vo (vw, w)), 
| y-= R,(p(elw, wo), 9 (vlw, @')), 
bei welcher alle zu einem Werthepaar (x, y) gehörigen Werthe ® in der 
Form 

v = v+2uw+2uw (uw = —r-. 48) 
erscheinen; «= 0 und e = sind entsprechende Werthe. Die Gleichungen 


(3°) liefern 





p(lelwo,w) = S,(yp(u), w(u)) 
d.) S,(p(ul2, 2), 9 (ul, 2)), 
P(vlw,w) = S;(plu]2, 2), gu], 2), 


und hieraus folgt 


dv \ 
(6.) = = S(p(ul2,2), p(ul2, 2')); 
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5, &,, ©, bedeuten rationale Functionen der eingeklammerten Argumente 
», 9). Würde nun o für einen endlichen Werth « unendlich werden, so 
würde es ein bestimmtes Paar (x, y), also auch ein bestimmtes (£,n), geben, 
für welches 


 dE 
Eye: 
n 
unendlich würde, was nicht angeht. Nach (6.) ist daher 
* ve = au ; 


(a = eonst.), es haben also die zu einem Werthepaar (x,y) gehörigen 
Werthe # sämmtlich die Form 


! 


1/7] [77] 
u—= u+2u-— +2u- (ww=—n..+2%), 
N er 


Hieraus folgt aber: wenn in dem Periodenparallelogramm (22,22) jedem 
Werthepaar (z,y) r>1) Werthe «# entsprechen, so kann dieses Parallelo- 
oeramm kein primitives sein. 

Wir haben also gezeigt: Wenn Gleichung (2.) vom Range Null ist, 
entsprechen jedem Werthepaar (x, y) mehrere Werthe, im Falle des Ranges 
Eins nur ein Werth a in jedem Periodenparallelogramm (natürlich primi- 
tive Perioden vorausgesetzt). Damit ist aber auch der Satz von Herrn 
Humbert bewiesen. 

Wir bemerken noch Folgendes: die Gleichungen (5.) sind nach (7.) 
zu ersetzen durch 


(8.) ou) - « ) = R(p(ul22, 2) 


? a 
R eine rationale Function), es müssen also Gleichungen von der Form 


! 
() 





[77] 
Be 9. —, 
Er a a 
9) w w' 
2 = n-—+m-- 
! a 2 a 


bestehen (m, m’, n, n’ ganzzahlig), wobei 


m m 
} ‚| — r 


nn 


ist; r bedeutet, wie oben, die Anzahl der modd. 22, 2£2' incongruenten 


Werthe x, welche einem (x, y) entsprechen, — diese Zahl ist nämlich die 
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Ordnung der durch (8.) ausgedrückten Transformation elliptischer Fune- 
tionen. Aus (9.) ergiebt sich sofort, dass für r>1 einerseits, wie schon 
bemerkt, (202,202) kein primitives Periodenpaar sein kann, andererseits die 
Grössen m er überhaupt keine Perioden sind, was eine Behauptung 
von Herrn ©. Schlesinger (Math. Ann. Bd. 34, 5. 463) richtig stellt. 

Ehe wir nun ein Verfahren angeben, das in dem Hambertschen 
Satze ausgesprochene Kriterium für die Feststellung des Ranges von (2. 
algebraisch zu fixiren, wollen wir uns zunächst zur Behandlung des dritten 
der obigen Probleme wenden, um gewisse sich dabei ergebende Hiülfsmittel 


für die Lösung der beiden anderen Aufgaben benutzen zu können. 


11. 
Bildung der zwischen zwei elliptischen Funetionen bestehenden algebraischen Gleichung 
Bei der Herleitung der zwischen den Funetionen 

[3 z=gy(u),, y=w(u) 
bestehenden algebraischen Gleichung setzen wir mit Herrn Hermite (dieses 
Journal Bd. 82, S. 343 ff.) der Uebersichtlichkeit wegen voraus. dass g(w 
und w(w) lauter einfache Unendlichkeitsstellen besitzen; die im allgemeinen 
Falle erforderlichen Modifieationen wird man leicht übersehen. Dann können 
wir, indem wir nöthigenfalls «, x, y durch lineare Funetionen @«+u,. ex-+-/y. 


@'z+/'y ersetzen, die Gleichungen (1.) in der Form 





Mi \ 
. o(u—a, 
Tr = Zu R 4,‘ \ ) “ 
i | o(u—a;) 
2) | Z4=2 
ke Mm o (u—a,) 
\ v r 
—_= rt B.- 
Y Yı l < N o(u a; ' 


annehmen. wobei keine der Grössen a., A.. B. den Werth Null haben soll. 
Mit Hülfe der Formel 


o(w—) ou 00. vu+p'v 
o(u—r) ou ov 7 Qu—ypov 
ersetzen wir die Gleichungen (1°.) durch folgende: 


Vu+tpa, 
WuU— pa, 


<' 


I = —/ 


zp.P" pa, 
Pu — pa, 


Yy == 
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(indem wir von z und y je eine Öonstante abziehen und für 1A, 
wieder A,, B, schreiben). 
Fiihren wir weiter die Bezeichnungen ein: 


9 


> 


tI=pu, b=ya, b=gpa,, 


LO = Nd-t). 
Me) = 46 Mod) _ » Bit 


8.) Bee un“ < It; ' 
N ft m A, N, t m B; 
0 o 





DL): rt id ae 
so wird 


4) Be. Be ER "Dre N, 
Zwischen r, y, t bestehen also die drei Gleichungen 
(5.) LUD." —2LO)M(O.xz = N (d.SH-—M;(t, 
(5°.) L(O.y’—2LOMO.y = NÜ.SO—M;(d, 
wi Lo).a—M) _ LO.y-M,) 
a RER, Ay 
wobei 


sn = 4 —-Gt—-G; 
(@,, G, die zu den primitiven Perioden 22, 242° gehörenden Invarianten) 
gesetzt Ist. 
Zwischen x und £ muss aber eine Gleichung bestehen, die in x vom 
zweiten, in £ vom mten Grade ist, und zwar, da x nur für t=14, i=1,2,... m) 
unendlich wird, von der Form 


(6.) Li). —-2f d.c-f(D = 0, 
ebenso 
(6*.) Li).y —2g,(t).y—g:(t) = 0; 


dabei können die ganzen Funetionen fi, f, 9, g, nur vom (m—1)ten Grade 
sein, da £ nur für 2=0, bezw. y= 0, unendlich wird (für «= 0 sind näm- 
lich x, y beide Null nach (2.)). Durch Vergleiehung mit (5.), (9°.) findet sich 


u OQ=Mi(t), g(t) = M;(t), 


N:().S(d-M:() N:.SO-M: 


(1.) / \ 
I@® = L(Ü) = L() 


In der That ist N S—M/; (k=1,2) durch L theilbar, weil es für t=# 
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@=1,2,... m) verschwindet; zugleich ergiebt sich so nochmals die Rieh- 
tigkeit der obigen Gradbestimmung. Wir können auch f,. g, mit Hülfe 
der Lagrangeschen Interpolationsformel direet ausdrücken durch die Werthe, 
welche diese beiden Funetionen an den Stellen =# annehmen: entweder 
nach (7.) oder einfacher durch folgende Betrachtung. 

Für =t, kann u=a, oder =-—.a, sein, dem ersteren Werthe ent- 


spricht x = x, dem zweiten (für & = 9a, = bt; —1@, 


!' s 1; 
= —A:- Ber 5A: 2 s 
I ki r -#*i 
es muss also zufolge (6., 
(1,) ’ !—t 
ae eg. 
zZ f, l;) t; + 1 


sein; da nun f‚(t;) = A,.t,.L'(t;) bekannt ist, so ist ,(t) @=1....m) und damit 
f.(t) bestimmt, ebenso 9;(f). 
Wir schreiben noch der Gleichmässigkeit wegen 


a kÖ=NGd, HO=N., 
sodass 

(8.) Bo SEE ze si. 8-0 
und 

(6°.) hs Öy-gÖzr = Mt 
ist, wo 


(9.) no — FO-HD-Rdge 
\ / uf L(t 

eine ganze Function bedeutet, welche auch wiederum durch ihre aus 6. 
oder (9.) zu entnehmenden Werthe für #= #, direet ausgedrückt werden kann. 


Die drei Gleichungen zwischen r, y, f lauten also 


(6.) LOE-2f de-f(d = 0. 
(6°.) * LO -239(Qdy-g(ll) = 0, 
(6°.) O(z,y,d) = hHdy-Hr-MNN=V0, 


wo die f,, 9 und M nach dem Obigen wohlbestimmte ganze rationale Fune- 
tionen sind. 
Um nun die zwischen x und y bestehende Gleichung 


f(z, y) = 0 
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- 


herzuleiten, werden wir £ aus (6.), (6°.) eliminiren; da hierbei ein fremder 
Factor auftritt, muss eine genaue Gradbestimmung der Resultante vorge- 
nommen werden, zu welcher wir das bekannte Mindingsche Verfahren 
(dieses Journal, Bd. 22) benutzen. 

Bezeichnen wir mit z,, ... 7, die m conjugirten Werthe von £, welche 
zufolxe (6.) einem x entsprechen, so wird die Eliminationsresultante von 
(6.) und (6°): 

Ba, y)= 2. 10@, 9; ) 


Um den Grad von ? in Bezug auf x zu bestimmen, entwickeln wir nach 
fallenden Potenzen von x: 


= BG) 


und finden so, dass ? in Bezug auf x vom (d3m—4)ten, in Bezug auf y 
vom »mten Grade ist. Aber f(x,y) ist in z sowohl als in y vom mten 
(rade, ausserdem auch von der Ordnung m (Hermite, a. a. OÖ. 8. 345): 
also tolgt 

(10.) Pa, y) = Key). Pe), 
wo P(x) eine ganze Function (2m —4)ten Grades bedeutet. Wir können die- 
selbe direet bestimmen. Die Wurzeln der Gleichung 

(x) = 0 

sind diejenigen Werthe x, für welche (6.) und (6°) eine gemeinsame 
Wurzel £ haben unabhängig davon, welchen Werth man dem y beilege. Für 
solche Werthe x, # müssen aber offenbar die beiden Gleichungen 

(11.) | fu au o 
\g(t).c+Ml) = 0 


(und ausserdem (6.)) erfüllt sein (es sind dies die Werthe 


BEE u f,(#;) yi Br 
i= F, 2 = L(3;) ( l, ... :), 
wo 3, ...%,_, die Wurzeln der Gleichung fu= 0 hedeuten). Bezeichnen 


wir also mit (x) die Resultante der Gleichungen (11.) bei Elimination 
von t, wo # eine ganze Function (m—2)ten Grades bedeutet, so ist 
(12.) Pla) = Fe), 
und somit haben wir den Ausdruck von f(x, y) hergestellt: 
P(z, y) 


> 


(l: ) f(#, y) n :(z) i 
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II. 
Reduetibilität oder Irreduetibilität der Gleichung /(z,,)=0: Verfahren zur F 
Die Gleichung 
A.) fa,y) = d, 





welche wir soeben hergestellt haben, kann offenbar nur entweder irredue- 


tibel oder ganzzahlige Potenz einer irreduetiblen Gleichung sein. da man 


von jeder Stelle (X, Y;) des durch (1.) definirten algebraischen (rebildes 


zu jeder conjugirten (X, Y,) @,k=1,...m) gelangen kann. 
Wenn (1.) vom Range 1 ist, so sind die m Werthe Y,.... Y, von 
welche einem Werthe r=X entsprechen, alle von einander verschied 


(singuläre X ausgenommen), weil ja einem Werthepaar (X, Y,) nur ein Wert 


a=U, entspricht; daher muss in diesem Falle (1.) irreduetibel sein. 
Im Falle des Ranges O0 sei q die Anzahl der von einandeı 
Z / 


schiedenen Werthe Y,,.... Y, von y, die einem nichtsingulären Werthe a 
17 


en 


entsprechen; dann gehören zu jedem Werthepaar (X, Y,) nach I. r Wertu 


a, und die Gesammtheit dieser g.r Werthe stimmt überein mit derjenig 


der m Werthe a, welche zu r= X gehören: es ist also 


\ m 
2.) q a r 
und 
(3. f(z,y) = fhi(e. y), 


wo fi(z,y) eine irreduetible ganze Function bedeutet. 
Die Gleichung (1.) hat also den Rang O0 oder 1, je nachdem sie 
duetibel oder irreduetibel ist. (Vgl. Humbert, 'Uhese, S. 33. 


Wir wollen nun angeben, wie man ein Kriterium hierfür aufste 


kann, welches nicht die Bildung von (1.) verlangt, sondern nur die 


Gleichungen (6.), (6’.) voriger Nummer. 


Im Falle des Ranges 1 haben diese beiden Gleichungen für jedes 


nichtsinguläre Paar (z,y) nur eine Wurzel {= ypu gemeinsam. im Falle des 


Ranges 0 dagegen r Wurzeln £. 


Die Bedingungen für letzteren Fall können in bekannter Weise 
hergestellt werden: es muss eine Anzahl ganzer rationaler Funetionen von 
x und y identisch verschwinden, während von einer Anzahl anderer min- 
destens eine nicht verschwindet; dies liefert eine endliche Anzahl alge- 


braischer Bedingungen für die in g(a), w(a) auftretenden Uonstanten. \W 


gehen hierauf nicht näher ein. — 


+" 


y» 


I % 
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Es ist noch zu bemerken, dass im Fall des Ranges 1 die ge- 
meinsame Wurzel ? der Gleichungen (6.), (6°.) voriger Nummer sich ratio- 
nal durch die Coeffieienten dieser Gleichungen, d.h. durch x, y, ausdrücken 
lässt, während im Fall des Ranges 0 eine Gleichung rten Grades mit 
in x, y rationalen Coefficienten 


(4) PHR@, WE ++R,la,y) = 0 
nach bekannter Vorschrift gebildet werden kann, welche die r gemein- 
samen Wurzeln jener Gleichungen liefert. 


IV. 
Rationale Parameterdarstellung im Fall des Ranges 0. 

Es erübrigt nun noch, für den Fall des Ranges 0 ein alge- 

braisches Verfahren anzugeben zur Herstellung der elliptischen Function 
(1.) he h(z, )=xQ), 

durch welche sich x und y rational ausdrücken lassen: 
z=R,\(s2), y=R;(z), 
und zur Bildung der Ausdrücke (2.). 

Die Function y(a) ist (No. I.) eine elliptische Function rten Grades; 


(2. 


u 


zwischen z und {= gu muss also eine Gleichung 


(3.) LÜ).z2 —2h,(N).2—h,(t) = 0 


\ 
bestehen, die in £ vom rten Grade ist; ferner muss 
(4) end hl). p'u+h,(t) 

’ L(t) 
sein, WO 

PETER k).SC)—hi(t) 

L(t) 

ist (Vgl. No. Il). Wir bestimmen z, was nach der Theorie der alge- 
braischen Gebilde möglich sein muss, durch folgende Bedingungen: a) für 
(2,9) = (0,0) soll z verschwinden; die zugehörigen Werthe £ sind t=x 
und r—1 endliche Werthe, die aus (4.) voriger Nummer zu bestimmen 
sind. Hierdurch ist h,(t) bestimmt; zugleich ergiebt sich, dass A,(f) und 
daher auch A,(t) nur vom (r—1)ten Grade sind, da dem Werthe £= x nur 
3=( entspricht. 5) Für ein willkürliches Werthepaar (x, y.) (welches 
nur so gewählt werden soll, dass die zugehörigen Werthe # alle ungleich 


h;( 
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sind) soll z3= » werden; hierdurch ist L(f) gegeben. ec) Für ein ebenfalls 
willkürliches Werthepaar (z,,y,) soll z=z, (endlich und von Null ver- 
schieden) werden; dadurch sind A,(f) und A,(t) bestimmt. Die Üoeffieienten 
aller dieser Functionen setzen sich rational aus den Grössen R,(V. U). 
R,(&u, yo), R,(@1,yı) (@e=1,...r, vgl. (4.) voriger Nummer) zusammen, weil 
überall nur die symmetrischen Functionen der betreffenden f-Werthe auftreten. 

Nachdem so der Ausdruck von z gefunden ist, kann man, ohne 
f(z,y) = zu kennen, die zwischen (x, 2) und (y, z) bestehenden Gleichungen 

g(z,2)=0, h(y,2)=0 
herleiten; gemäss No. Ill. müssen dieselben nach Division durch eine ganze 
Function von z mit 
a-R,@)/=0, [y—-R;a)) = 0 


übereinstimmen, wodurch A, und R, gegeben sind. 











er 
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BETRITT EETT 


Ueber den Vergleich des arithmetischen und des 
geometrischen Mittels. 


(Von Herrn A. Hurwitz in Königsberg i. Pr.) 


ze ao 


I. den folgenden Zeilen will ich einen neuen Beweis für den Satz 
geben, dass das arithmetische Mittel aus » positiven Grössen @,, @, ... 4,, 
abgesehen von dem Falle, wo diese Grössen sämmtlich einander gleich 
sind, stets einen grösseren Werth besitzt als ihr geometrisches Mittel *). 
Dieser Beweis beruht auf dem Umstande, dass es gelingt, die Differenz 
zwischen beiden Mitteln als eine Summe darzustellen, deren einzelne Glie- 
der ihrer Natur nach nicht negativ werden können. 

Um diese Darstellung zu erhalten, setze ich zunächst 

Ya, = 2, Ya; mE, Ya,=x,, 
WO 2, 2, ... 2, reelle positive Grössen bedeuten. Dann stellt sich die 
Differenz zwischen den beiden Mitteln der Grössen a, @, ... a, in der 
Form dar: 


; rat te 

( 1.) f (2, Io. ... LI, _— TI, T%y..8, 
j n 

Man verstehe nun unter dem Zeichen 


ER, ; 2, +: 2) 
die Summe der n! Grössen, welche aus f(x, 2;, ... z,) durch alle möglichen 
Permutationen von &, 2, ... z, hervorgehen. 
Hiernach ist z. B. 
Zr; = (n-1)\(ei+23+--+2)) 
und 


*) Eine ganze Reihe interessanter Sätze über die Grössenverhältnisse verschiedener 
Mittelwerthe findet man in einer Notiz des Herrn Schlömilch: „Ueber Mittelgrössen ver- 
schiedener Ordnungen“. (Zeitschrift für Mathematik u. Physik, Bd. 3, pag. 301.) 











Hurwitz, Vergleich des arithmetischen und des geometrischen Mittels. 267 
| Br = ae. 
j so dass 
j (2.) 22 —-22,2...2, = nlyplz,, 2, :.. £,) 


wird. 


(3.) 





Ferner besteht offenbar allgemein die Gleichung: 
ERz,, 2 .. 


wenn die Zahlen «, P, ... 


2) = ZR0.,8, --- ©) 


, in irgend einer Reihenfolge mit den Zahlen 


» übereinstimmen. 
Dies vorausgeschickt, betrachte man nun die folgenden n 


1 Formen: 


9, = Zt" - a) —- 2), 
9 = Zt" - HM) —- 2), 
(4.) 9% = ZH’ - "la, —-2)20 
9, = ZZ -E) m B)2304 1 


Durch Auflösung der Klammern rechter Hand findet man 


(f, 


ein Ausdruck. weleher 


Formt man in ähnlicher 
f — 
(p; nu 
pp; = 


pP. 


Die Summe der rechten 


D 1 >’  n—]1 >. 
Sr — —-Z 2, +2 


T = LT), 


P 7 4 


1 


sich zufolge (3.) auf 2827-2227 "x, redueirt. 


Weise 9, 4%;, Yp,„_', um, so ergiebt sich: 


22-2227" 2, 
“ y —] > N 2 
2 20", —-222"2,8, 
9 yon ö 9 < .n-3 ü 
— T| I,I, 7 i=LT, T,T;T7,. 
2 2212%8;..20,_, 222,083... 8. 


Seiten dieser Gleichungen ist 


2 >20 —2 27,2....X 


n 9 


so dass also die Gleichung gilt: 


(d.) 


Andererseits lassen sich 
Gestalt bringen: 


(6.) 





Pa—ı un; 





pl, Li, 


=(2,—2,) 232,...0. 


I 


2.) = p+p+tp+t- 


> ,n! 


die Formen 9,, $3, ... % 


91 = Zaht’n th +’) n—a 
pp = Zaı + "nt ++) —n) 
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Es erscheint daher die Form p(z,,2;,,...x,) vermöge der Gleichung 
(9.) als eine Summe von lauter Formen, welche für positive Werthe von 
Ti, 7, ... 7, positiv sind und nur in dem Falle = %,=--=r, ver- 
schwinden. Aus dieser Darstellung der Form (z,, z,,... z,) geht die 
tichtigkeit des eingangs genannten Satzes unmittelbar hervor. 

Wenn» eine gerade Zahl ist, so erkennt man leicht, dass p(r,, ,, ... 7,) 
für alle reellen (positiven und negativen) Werthsysteme von z,, 2, ... Z, 
positiv ist. Man wird daher vermuthen, dass in diesem Falle als eine 
Summe von lauter Quadraten darstellbar ist*). In der That findet man 
auf folgende Weise eine solche Darstellung. 

Es sei an = 2m; dann ist, wie man ohne Weiteres verifieirt. 
p(2,, + 0) = Ion, 0 re ran re 2) 


y 


+4(2,2....2, u. t Ton 200 Wa) . 


di 


Ersetzt man hier auf der rechten Seite die Formen p durch die vermöge 
der Gleichungen (5.) und (6.) sich ergebenden Ausdrücke, so erscheint nun 
Pl. 2, ... 2) als eine Summe von lauter Quadraten dargestellt. 


“) Die Möglichkeit einer solchen Darstellung ist freilich nicht von vorn herein klar. 
Es giebt nämlich, wie Herr Hilbert (Mathematische Annalen Bd. 52, p. 342) gezeigt hat, 
positive Formen, welche nicht als Summen von Formenquadraten darstellbar sind. 








Die Hessesche Configuration (12,, 16,). 


(Von Herrn H. Schroeter in Breslau.) 


In der Abhandlung: „Ueber Curven dritter Ordnung und die Kegel- 
schnitte, welche diese Uurven in drei verschiedenen Punkten berühren‘ 
(dieses Journal Bd. 36, 5.153), hat Hesse zuerst auf eine merkwürdige 
ebene Configuration aufmerksam gemacht, in welcher 12 Punkte zu je 
dreien auf 16 Geraden liegen und je vier der letzteren durch jeden der 12 
Punkte laufen. Diese Figur wird gebildet von den 12 Berührungspunkten 
der Tangenten aus drei in gerader Linie liegenden Punkten einer Uurve 
dritter Ordnung. Eine eingehende Untersuchung dieser Figur hat Herr 
Durege in seinem Buche: „Die ebenen Curven dritter Ordnung“ (Leipzig 
1871), siebenter Abschnitt S. 205—235 gegeben, und der Verfasser ist in 
g“ (Leipzig 1888) $ 13, 


S. 99 von synthetischem Standpunkte aus auf diese Configuration zurück- 


seiner „Theorie der ebenen Curven dritter Ordnun 


sekommen. 

Herr J. de Vries zeigt in der Abhandlung: „Ueber gewisse ebene 
Configurationen“ (Acta mathematica 12:1, S. 63), dass nur zwei wesentlich 
verschiedene Uonfigurationen (12,, 16,) möglich sind (siehe $ 11). von 
denen die erste (A) identisch ist mit der Hesseschen Figur, während mit 
der zweiten (B) in einem besonderen Falle diejenige Configuration über- 
einstimmt, auf welche von anderem Ausgangspunkte aus Herr Hurwitz in 
seinem Aufsatze: „Ueber die Schroetersche Uonstruetion der ebenen Uurven 
dritter Ordnung“ (dieses Journal Bd. 107, S. 143) hingewiesen hat (s. $ 14). 

In der Abhandlung von Herrn J. de Vries nimmt die Configuration 
(A) das Hauptinteresse in Anspruch, indem sich nicht allein eine Reihe 
sehr eigenthümlicher Lagenverhältnisse in der Figur herausstellt, sondern 
auch verschiedene andere Configurationen aus derselben hervorgehen. Diese 
Betrachtungen stützen sich wesentlich auf Eigenschaften der Curve dritter 
Ordnung, aus welcher ja auch die Configuration selbst entsprungen ist. 
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Allein die Figur an und für sich lässt eine ganz elementare Construction 
und eine Herleitung ihrer Eigenschaften zu, welche nicht der Hülfe der 
Curve dritter Ordnung bedarf, sondern sich lediglich auf den Desargues- 
schen, den Pascalschen und Brianchonschen Satz stützt, also wesentlich 
elementarer Natur ist. Diese Herleitung, welche auf Priorität keinen An- 
spruch macht, aber ihres elementaren Charakters wegen dem Verfasser 
nicht überflüssig erscheint, vielmehr nach verschiedenen Seiten hin einer 
Weiterführung fähig ist, möge in der folgenden Darstellung den Freunden 
synthetisch-geometrischer Forschung dargeboten sein*). 


$1. 


Construction der Configuration (12,, 16,). 
Wir gehen von zwei perspectiv liegenden Dreiecken aus: 


q, b, C, 
 - 


bei denen sich die Verbindungslinien entsprechender Ecken |a,a,| |b,b,| |c.c.] 

in einem Punkte (,) schneiden, und bestimmen die Schnittpunkte: 
be,be)=0; (Ga,0)=b; (ad, 0b,) = 6; 
bea,bo)=0;5 (Ha, an)=d5 (dm) > 

dann müssen nach dem Desarguesschen Satze nicht allein die Punkte 

ia, b, e,| auf einer Geraden liegen, sondern auch wegen der gleichfalls 

perspectiven Lage der Dreieckspaare: 


er ur Re € ee 
> Big ups} 


je drei Punkte auf einer Geraden: 


bo;1| Ioab,| Jazb;e, 





Wir erhalten dadurch 12 Punkte a,b;c;, @=1,2,3,4), die zu je dreien auf 
16 Geraden liegen, während durch jeden Punkt vier dieser Geraden .laufen. 


*) Nach Vollendung des Manuscriptes ging dem Verfasser die Abhandlung von 
Herrn V. Martinetti zu: „Sopra un gruppo di configurazioni regolari, contenuto nell’ 
essagrammo di Pascal“ (Degli Atti dell’Accademia Gioenia di Scienze Naturali in Catania 
Vol. III, Ser. 4°). Da diese Abhandlung einen anderen Ausgangspunkt, nämlich die 
vollständige Figur des Pascalschen Sechsecks, wählt und sich wesentlich auf die Eigen- 
schaften der Curve dritter Ordnung stützt, wie die Abhandlung von Herrn J. de Vries, 
so glaubt der Verfasser trotz der Uebereinstimmung eines Theiles der Resultate seine 
elementare Herleitung nicht zurückziehen zu müssen. 
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IV 
=] 
EN 


Dies ist die Configuration (12,, 16,) *): 


abc Iub;] Ib; la,b;e, 
| . 1, ä | ar i 
Q,b,c; a,b; ( d,c) 'mb;c, 
(k.) re ee 
5b Ib Ib la5b;: 


+ 





a,b) vb) vb) Iyb;e,. 
Zu derselben Configuration können wir auch auf folgende zweite Art ze- 
langen: 

Wir gehen von den beiden perspeetiv liegenden Dreiecken aus: 


RE a! 
bb, b, b, 
C, 
deren Perspectivitäts-Centrum 
0,5,,%b.,0;D,) = t, 


ist, und bestimmen die Schnittpunkte: 
(d,,1;b)=cC; (b,ab)=0; (a,b, mb) =: 
0, Bo) = m; (01,60) = b;: 
dann müssen nach dem Desargquesschen Satze wegen der perspeetiven Lage 
der Dreieckspaare: 


mw’ 1 a Ei 
ar WW RE E08 
(a,a,,b,b,),t,, 6;: (aa,,b,b,).c,,c;: a,a,.b,b.). 


in je einer Geraden liegen, d.h. 
5b: io: al ib,bllice 
sich in je einem Punkte schneiden; hiernach findet wiederum perspective 
Lage der Dreieckspaare statt: 
Bi Bone, iR NE 
5 nm x a, b. 


! 

und da nach dem Desarguesschen Satze die lineale Lage eine Folge der 

perspectiven ist, so liegen endlich die je drei Punkte auf einer Geraden: 
yb;c;| a;b;c;| a,b;t,. 

und somit sehen wir die 16 Geraden der Configuration aus der obigen Üon- 

struetion hervorgehen. 


*) Vgl. auch Z. Wedekind: „Lagenbeziehungen bei ebenen perspectivischen Drei- 
ecken“ (Math. Annalen Bd. 16. S. 209). 
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Eine dritte Construction derselben Configuration lässt sich in fol- 
gender Weise herstellen: 
Wir nehmen auf einer Geraden drei beliebige Punkte 
a u 2 
und auf einer zweiten beliebigen Geraden drei Punkte 
mn 
endlich auf der Verbindungslinie ja,b;| einen beliebigen Punkt c,, dann 
werden die Schnittpunkte: 
(bo,b;)=Q,, (y,%G5)=bd, do, ba)=%, (CH, mc)=b,, (b;,1;b,)=t, 
die übrigen ergänzenden Punkte der Configuration liefern, und zu den be- 
reits vorhandenen 13 Configurations-Geraden treten die drei letzten; denn 
wir haben in perspectiver Lage die beiden Dreiecke: 


Au - 





und schliessen daher aus ihrer linealen Lage, dass 
(8,5,,66), &; 6, 

in einer Geraden liegen, d. h. 
la,a;| 'b,b;| Ic6;| 


sich in einem Punkte schneiden. Nun folgt aus der perspectiven Lage der 





Dreieckspaare: 
U u > u 
q, b, C ab, 
a,clla,c,|la,c,| ‚a,b, /l/a,b,| a,b, 
schneiden sich in einem Punkte, also schneiden sich in einem Punkte, also 
liegen Ja,b,c,| auf einer Geraden; liegen |a,b,c,| auf einer Geraden; 
ferner schliessen wir aus der perspectiven Lage des Dreieckspaares: 
‚0 
ab, 
a 


4 





dass la,a,| |b,b;,| |c;c;| sich in einem Punkte schneiden, und endlich aus der 
perspectiven Lage des Dreieckspaares: 

u he A 

bb 6, 
dass |a,b;c,| in einer Geraden liegen, wodurch die 16 Geraden der Confi- 
guration erschöpft sind. 
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$ 2. 
Construction der conjugirten Configuration. 
Gehen wir von der ersten Construction des vorigen Paragraphen aus, 
wonach die drei Geraden 
| bb] Jaer| 

durch einen Punkt laufen und die übrigen sechs Configurations-Punkte sich 
als die Schnittpunkte ergeben: 

6,84) =0%, (1,650) =b, (a,b. 0b) = 6, 

dc, 80)=%, (0,5%) =D, (a,b, 0b.) = t,, 
welche zu je dreien auf den vier Geraden liegen 

ub;| gb; Ib;c,| laub;e;|, 

so folgt hieraus: 

(b;,&50)=0; (00,6%)=bi; (0b;,0;b,) = c,, 

o,b&6;)=04;5 (5m,60)=b4; (a;B;, 0b,) = c;, 
und da a,b;c, auf einer Geraden liegen, so ergiebt die Umkehrun 
sarguesschen Satzes, dass 


& des De- 
| |&b| jec;] 
sich in einem Punkte schneiden müssen. 
Ebenso werden, weil 
Be,Bbc)=W (0,60) =i: (a,b) >; 
Be, Bo); (0,5) (> 
ist und a,b;c, auf einer Geraden liegen, auch 
ag] /b,b;| Ice; 
sich in einem Punkte schneiden müssen. 
Betrachten wir nun das vollständige Viereck 
0,0; D,b;, 
von welchem die drei Diagonalpunkte sind 
| 4 %G (90, b,b;), 
so folgt bekanntlich, dass die beiden Punkte 
(00;,b,b;) und (aa;, cıc,) 


die Punkte a, und a, harmonisch trennen. Nehmen wir aber das vollstän- 


dige Viereck 
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Ad; (5(;, 
dessen drei Diagonalpunkte sind 
b, db, (90,06), 
so folgt, dass die beiden Punkte 
(00;,66G) und (aa;, b,b,) 


die Punkte a, und a, harmonisch trennen; da aber |a.a;| |b,b;| 





einem Punkte schneiden, zu dem es nur einen vierten harmonischen rück- 
sichtlich a, und a, giebt, so müssen sich 


20) [bb] luc| 
in einem Punkte schneiden, welcher mit dem Punkte 
(A543, D,b;, 6,65) 


die Punkte a, und a, harmonisch trennt; wir haben also vier harmonische 
Punkte auf derselben Geraden. In solcher Weise erhalten wir nun die 
12 neuen Punkte: 


(0, 5b, 5 )= U; (0,b,b, oc )=Bd; (a,b, >=, 
5, ud) (Bi, ed; (bb, =, 
| (6,050, &b,)= N; (6,019, 6,6,)= Bd; (1301, 020, bb,) = G;, 
(4,0, bb, uo)= U; (0:05, db, 25) = Du; (Q30,,B;b,, 50) = Q,, 





welche paarweise harmonisch getrennt werden durch diejenigen Punktepaare 
der ersten Configuration, mit welchen sie auf einer Geraden liegen. Es 
haben nämlich die sämmtlichen Doppelverhältnisse den Werth —1: 


(RUN) 6EWA) (GE) 
(UN) (56,UA) (AN) 
(46,6,) (6,6,6,6,) (438 6,) 
(0,66) @&b,6,6;) (46, 6;) 
(a, DB,) (,6,BB) (HHBD:) 
(BB) 65BB, (HB B,)- 


h.) 





Die zwölf neuen Punkte A,B,6, @= 1,2, 3,4) bilden nun selbst eine neue 
Configuration (12,, 16,), indem sie zu je dreien auf 16 Geraden liegen. Dies 
folgt aus dem Desarguesschen Satze, wenn wir die perspective Lage der 
folgenden Dreieckspaare berücksichtigen: 





IV 
—] 
t 
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J* 


a, a,q, b,b,b, C,c,c, 
b,b,b, RR: a,a,q, 
A», €, 4,2,6, 4,2,6, 
0,qa,d, b,b,b, 6 
b,b,b, AR a,a,d, 
aAe2, QA,6,B, A,6,2, 
a,a,d, b,b,b, Le 
b,b,b, SEC a,a,a, 
BEN! B,6,2%, D.C, 
a,a,q, b,b,b, tt, 
ot a,a,a, b,b,b, 
A,B,E, A,B,E, A,D,6, 
a,a,a, b,b,b, cc, 
b,b,b, ee ct, a,a,a, 
AB,E, 4,2,6, A,2,E, 

b,b,b, 

6 

AD,6, 


Die neue Configuration, welche wir die „conjugirte* nennen wollen *), 
lautet also 











NIB,G, ND6;| A,B;&;| IDG, 
K} BG, BE BE! |UBG,| 
.) ; ee iR pr 
WB] UBE| UBE| BG, 
| wa a ee} DM aa sc Ix or sc 
MBGE| IUBE| UBE| |UBG,|. 





Die beiden conjugirten Configurationen sind völlig gleichlautend: nur stehen 


in der ersten die kleinen, in der zweiten die grossen Buchstaben. 


2) 


So. 


Die Configuration als ein Paar von Sechsecken, die einander gleiel 


- 


Die 12 Punkte der Configuration (A.) (S. 271) lassen sich ordnen 
als die Ecken zweier einfachen Sechsecke, deren jedes dem anderen zleich- 
zeitig ein- und umbeschrieben ist, z. B. 

*) Herr J. de Vries nennt sie die „assoclirte*: ich ziehe den ersteren Ausdruck \ 
indem auch umgekehrt aus der zweiten Configuration in gleicher Weise die erst 
geht, wie aus dieser die zweite. 












Q; 
















q 


nämlich die Seiten des ersten 


[d, b, C, (L, b, C, 


Iab,| [buch] 


gehen bez. durch die Ecken des zweiten 


Ica,b,c,a,b, 


\c,a,b,c,a,b, 





Were we“ 


(; b, () A; 
Sechsecks 
|| |ab;| 


| a, b, (,d, b, 


[q, b, C, q, b, C, 
\c,a,b,c,a,b, 
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(3 
b,. 


do] Isaı| 


u ir 
und die Seiten des zweiten Sechsecks 
sl Ib I ea] jahr] |bec,| 
gehen durch die Ecken des ersten 
a a a 


Solcher Sechseckspaare giebt es 24, nämlich: 


ab, . a, Fr. ab,0,a,b,c, gab,c,a,b;c, 
\c,a, BR a,b,ca, b, (,0,b,c,a,b, 
rn ub,a,b,e gauboab;c, 
(sa,b,,a,b, I\ca,b,ca,b, er a,b, 
(b,,a,b,c gab,ca,b,c, uba,b;c, 


| (a, b, (,d, b, 


a,b,c,a,b,c, 


(b,c,a,b,c gaboa,b,c, üb,sa,b,c, 
\«a,b,c,a,b, Le, a,b,c,a,b, Le, q, b, 0,4, b, 
ja b, ga, b, C, r b, (A, b, C t: b, a, b, (, 
I,a,b,ab, I\5a,b,cab \oa,b,ca,b, 
fü b,c,a,b, c, jub,,a,b,c, er 
\ca,b,e,ab, Iy,a,b,ca,b Ica,b,c,a,b 
ja b,c,a,b,c, ub,ca,b;c, rn 
(5,a,b,cab I5a,b,cab Ica,b,ca,b, 


10,60,0,. 


Nimmt man ein solches Sechseckspaar heraus, so sind die 2.6 = 12 
Seiten desselben 12 Configurations-Gerade, die vier übrigen enthalten zu 
je dreien auch sämmtliche Configurations-Punkte, aber jeden nur einmal z. B. 
die beiden Sechsecke 
RB, Seylsuger. it 
A TREE VEHE SERr aa © 





N ER ns. 


WR 
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haben zu ihren 12 Seiten: 
abc, Ibm! Iomb| Inb;o| Ib! Isa,b 
uab|) vb) Ion] Ioa;b| Iyb;c| |bee,a 
und es bleiben die vier Configurations-Geraden übrig: 
bo) gb; Imbgl Iab;cl: 
dies gilt in gleicher Weise für sämmtliche Sechseckspaare. 

Jedes dieser Sechsecke ist ein Pascalsches und zwar von der be- 
sonderen Art, dass die erste, dritte und fünfte Ecke auf einer Geraden, die 
zweite, vierte und sechste Ecke auf einer anderen Geraden liegen: für 
jedes Sechseckspaar sind diese vier Geraden die vorhin übrig gebliebenen. 

Das Gleiche gilt natürlich auch von der Configuration (K.) (8. 275). 


Diese Figur zweier einander gleichzeitig ein- und umbeschriebener Sechs- 
ecke nimmt die zweite Stelle ein in einer Reihe von Uontigurationen, an 
deren erster Stelle die Desarguessche Figur steht, welche sich bekanntlich 
in zwei einander gleichzeitig ein- und umbeschriebene Fünfecke auflösen 
lässt. Die allgemeinen Uonfigurationen dieser Art hat Herr A. Schönflies 
in der Abhandlung: „Ueber die regelmässigen Configurationen zn," (Math. 
Ann. Bd. 31, S. 52) untersucht. 


Ss .4. 

Die Configuration als ein Tripel von drei Vierecken in desmischer Lag 

Die 12 Punkte der Configuration (k.) (S. 271) lassen sich so ordnen, 

dass sie als die Ecken von drei Vierecken erscheinen, von denen jedes 
mit jedem der anderen beiden in vierfacher Weise perspective Lage hat. 
und die vier Perspeetivitätscentra allemal die vier Ecken des dritten Vier- 
ecks sind. Dies geht aus folgender Tabelle hervor, bei welcher die beiden 
perspectiv liegenden Vierecke mit ihren entsprechenden Ecken unter ein- 
ander gestellt sind und das jedesmalige Perspectivitäts-Centrum darunter steht: 


b,b,b,b, b,b,b,b, b,b,b,b, b,b,b,b, 

66 G6,uG, c,c,c CL. 6, 
q, Q, Q, a, 

ac co @t, Eu E EeGE 

a,a, a,d, | 1,0,a,a, qQ,a,a,a, a,a,a,d, 
b, b, D D, 

a,a,d,d, a,a,a,d, 0,0,4,d, a,0,a,q, 

b,b,b,b, b,b,b,b, b,b,b,b, b,b,b,b, 
C, C, C, & 
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Eine derartige Lage von drei Vierecken nennen wir nach dem Vor- 
schlage von Herrn C. Stephanos*) „desmische Lage“, wie derselbe sie zu- 
erst für drei Tetraeder angegeben hat. 

Das Gleiche gilt natürlich auch für die drei Vierecke der conju- 
girten Configuration (K.) (S. 275): 

U U U U 


BER 


1 2 
6 &% & & 

Jedes vollständige Viereck hat sechs Seiten; die 18 Seiten der vorigen 
Gruppe von drei desmischen Vierecken fallen mit den 18 Seiten dieser conju- 
girten Gruppe von drei desmischen Vierecken identisch zusammen, wie aus der 
Tabelle (A.) (8. 274) hervorgeht, so dass also die 36 Seiten der sechs voll- 
ständigen Vierecke sich in der That nur auf 18 reduciren. Demgemäss 
redueiren sich auch, da jedes vollständige Viereck drei Diagonalpunkte hat, 
die 15 Diagonalpunkte nur auf neun, indem sie paarweise zusammenfallen. 

Wir bezeichnen diese neun Diagonalpunkte folgendermassen: 

(A, 154,) = (UN, WN;) = ft 


(4,05, 0:0,) = (6, &,, &6G;) = Yı 
(00,004) = ( BB,BB) = 
(b,b,, b5,6,) = UN, U) = Rn 
(b,b,, ,b,) = (8,6, 6,6;) = % 
(b,b,, ,b,) = age =} 


(4%, GG) E HU, UA) = —; 
(6, 20) (56, GB) = % 


(1, oGo)E BB, % BD) = 5 


Beziehungen zwischen den 18 Seiten dreier in desmischer Lage befindlichen Vierecke. 

Die 18 Seiten der einen oder der anderen Gruppe der drei in des- 
mischer Lage befindlichen vollständigen Vierecke gruppiren sich in ge- 
wisser Weise zu je acht Tangenten eines Kegelschnittes, wie aus folgen- 
der Betrachtung hervorgeht: 


*) €. Stephanos: „Sur les systemes desmiques de trois tetraedres“ (Bulletin des 
sciences math. 2”° Serie, Tome II, 1879). Vergl. auch: H. Schroeter: „Ueber eine Raum- 
curve vierter Ordnung und erster Species“ (dieses Journal Bd. 95, S. 169). 
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ID 
—] 
mn 
zer 


Aus der Gleichheit der Doppelverhältnisse 
RAU) = 1 UA) (82. S. 274 


folgt, dass die vier Verbindungslinien 


ul, jaa;|, 





A| = |bb,|, UN: b, b, 
vier harmonische Tiangenten eines Kegelsehnittes X sind, welcher auch 
die Träger der beiden erzeugenden harmonischen Punktreihen 
a0] und /aa,| 
berührt; also berühren die sechs Geraden 
a9 Isa jun ma] |b,b,| |b,b,| 
einen und denselben Kegelschnitt K. 

Jede Gerade, welche die ersten vier harmonischen Tangenten in 
vier harmonischen Punkten (bei der angegebenen Zuordnung) schneidet, 
muss daher ebenfalls eine Tangente des Kegelschnittes N sein: nun 
schneidet aber die Gerade |b,b,| jene vier harmonischen Tangenten in den 
Punkten: 

(5,04) =&; (5,:)=&; bb; b;, 

und die vier Punkte 6,6,b,b, sind in der That vier harmonische Punkte. 
weil (6,6,6,6,) = —1 ist ($ 2, 8. 274); folglich ist |b,b,| eine Tangente des 
Kegelschnitts K”, und in gleicher Weise erhellt, dass auch |b,b,| denselben 
berührt; also berühren die acht Geraden 

4Mml 10950 Ja! Ina, ıb,b b,b,!| |b,b, b,b, 
sämmtlich einen und denselben Kegelschnitt. Solcher Kegelschnitte ziebt 
es neun, die wir in folgender Weise durch ihre acht Tlangenten zusammen- 
stellen: 
1) un 5% lag 5% bb 66 665 656, 
2) am 5 9 0% c & 65% &. 6; ot; 
3) b,b, b,b, b,b; b,b, (Co (36; (6; Col 
4) RM U A I bb, b,b, b,b, b,b, 
(t.) 9) ads 1;(, 1,4 All; (Co (36; (‚ce 
6) bb 656, 665 bb cc GG € ir 
7 40) 1090| a) |; b, b, b,b, b, b b,b; 
5) I Im au Im Ias| lacu|l Isul los 
9) bb |b,b, b,b, bb; E& 6; 8, 46 
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Wir können also den Satz aussprechen: 

Die 18 Seiten der drei in desmischer Lage befindlichen vollständigen 
Vierecke gruppiren sich zu je acht, nämlich immer vier Seiten eines Vierecks 
mit vier Seiten eines zweiten, als Tangenten eines und desselben Kegelschnitts, 
und solcher Kegelschnitte giebt es neun. 

Wir bemerken noch, dass sich aus den 16 Geraden der Configuration 
12 vollständige Vierseite zusammenstellen lassen, deren jedes zu den drei 
Paar Gegenecken sechs Configurations-Punkte hat; die Paare von Gegen- 
ecken dieser 12 vollständigen Vierseite sind folgende: 

0,02, Bib,, e3C4; Az, Dibz, 1265 25, Bab;, 1645 
b,b., Gt, an; Bub, 1 ar a 
cl 2, Bd: Cl, rt, Ed 65, 0205, bb, 
A504, D5D4, Cl 02, Dede, 5 1, Did, Cl 


Jede Configurations-Gerade tritt daher als Seite in dreien dieser 12 
vollständigen Vierseite auf, während die 12.3 = 36 Diagonalen dieser voll- 
ständigen Vierseite paarweise zusammenfallen und die 18 Seiten der drei 
in desmischer Lage befindlichen Vierecke bilden. 


$ 6. 


Beziehungen zwischen den neun Diagonalpunkten dreier in desmischer Lage befindlichen Vierecke. 
Die in $4 (8. 278) bezeichneten neun Diagonalpunkte der drei in 
desmischer Lage befindlichen Vierecke gruppiren sich zu je dreien auf 
sechs Geraden, wie aus folgender Betrachtung hervorgeht: 
Da nach Tabelle (£.) ($ 5) die sechs Geraden 
u 1 I | 5 
einen Kegelschnitt berühren, also ein Brianchonsches Sechsseit bilden: 
Me 
so schneiden sich 
np Ib IS 
in einem Punkte; ebenso berühren 


40 00% Il Ill ICa6al - ICıCal 


einen Kegelschnitt und bilden also ein Brianchonsches Sechsseit: 


r, ld; N, A3 (> A, , 
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Schroeter, die Hessesche Configuration (12,,16,). 
in welchem sich die drei Hauptdiagonalen 
'tı33| 1,06 D, U, 
in einem Punkte schneiden; da aber 


bis un, IEW =EIDBN; |, 
so liegen 





It d>3 
auf einer Geraden. 
In gleicher Weise folgen aus den beiden von je sechs 
umhüllten Kegelschnitten 


A, ‚30; a,a,| ‚b,b, b,b;' ‚bb, 


Hr 5 u IS Jos |uG 
die Brianchonschen Sechsseite: 
Eu ii aa 
u 0 u 5 U 
deren Hauptdiagonalen sich in einem Punkte schneiden: 


tr! vb) BM]; 9 Ivo) ISA: 
und da 
ab =|yo, BAUEN, 
so müssen 
TU D33e| 
auf einer Geraden liegen. 


w 


Ferner folgen aus den beiden von je 
Kegelschnitten 
| Im ja |jbb| |b5b, 6,6, 
u Im Im Isel Isa Is 
die Brianchonschen Sechsseite: 


yı (U; Y; 2 b, ($ + 


+ 


ya ED a 8, 


deren Hauptdiagonalen sich in einem Punkte schneiden, 


yı 32 u; b; Y,6, ; Yılz (4(z A; 6, . 


und da 


a,b;| = (4; “ ”,6, - 6, ’ 
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Tangenten 


sechs T’angenten umhüllten 
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so müssen 
Yılzza 
auf einer Geraden liegen. 


Ebenso folgen aus den beiden von je sechs Tangenten umhüllten 
Kegelschnitten 
HA m 5 Ib 5 (65 
0 0% am) ua Josj Jusl 
die Brianchonschen Sechsseite: 
ya an bb 6, 
u Dd 3 5 ©, 
deren Hauptdiagonalen sich in einem Punkte schneiden, 
Yılı ab; 2.6;|; Yıa) 1465) B6,|; 
und da 
ub| = au; |, IA,6, == B.&;|, 
so müssen 


auf einer (reraden liegen. 
Auch aus den beiden von je sechs Tangenten umhüllten Kegel- 
schnitten MEN: | | | 
00% u) Isa] |bb| 6b, 6,65] 
25 1 Im as] Jeu| Jucl 
folgen die Brianchonschen Sechsseite: 


ı U u. bh 8 B, 


u u 5 m 


deren Hauptdiagonalen sich in einem Punkte schneiden, 


x ) . 


IZıkal ab; IB; |; 3195| aa GB, 
und da 
aub|= uul, AB =IGB|, 
so müssen 


auf einer Geraden liegen. 
Endlich folgen aus den beiden von je sechs Tangenten umhüllten 
Kegelschnitten 
0 m Im Ib jbb (65 
A I Im;| | 


45 sul Jausl 
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die Brianchonschen Sechsseite : 
ı G, b, 8, 
u. u u u 


deren Hauptdiagonalen sich in einem Punkte schneiden, 


'4ı 9» a,b; 6,8, , '$ıla ;l; AB, |. 
und da 
abi =luu, GB UP], 
so müssen 
ZT; 


auf einer Geraden liegen. 

Mehr als diese sechs Geraden, auf denen je drei Diagonalpunkte 
liegen, treten nicht auf, sondern andere Verbindungen von Brianchonschen 
Sechsseiten führen wieder auf die bereits ermittelten Geraden. Wir können 
also sagen: Die neun Diagonalpunkte liegen zu je dreien auf den sechs Geraden: 


RUFEN U, 3 %ı Tz)ı %. 
BSLIFES ROLE ID $ı 


und sind nichts anderes, als die neun Durchschnittspunkte der ersten drei Ge- 
raden mit den letzten drei Geraden. 

Anmerkung. Zum Nachweis dieser Eigenschaft gelangt man auch 
auf folgendem Wege, wie Herr Dr. E. Toeplitz, dem ich von meiner Unter- 
suchung Mittheilung machte, bemerkt hat: 

Aus der Gleichheit der harmonischen Doppelverhältnisse 

(AA, b,b,) = —1 = (6,6,a, 0;) 
folgt die Projectivität 
rt, (A M,b,b,) A Y,(6,6,a,0;) 
oder 
tr, (a3a,b,b,) A »(b,b,a,a;) 
\%(aza,b,b,): 


folglich liegen r,9,b,b,a,a, auf einem Kegelschnitt und bilden ein Pascal- 
sches Sechseck, bei dem die Schnittpunkte der Gegenseiten 


(1,9, 0,0)5 9b, a) = (bb, a) = 6, 


und 


(bb,,ar) E (bb, a) N, 
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auf einer Geraden liegen, also schneiden sich 
Tb) ba; GN, 
in einem Punkte. 
Aus der Gleichheit der harmonischen Doppelverhältnisse 
AUA,cc) = —-1= (BBa;0;) 
folgt die Projeetivität 


r A Arc) A 3 Bi Braz0;) 
oder 


L, (A; Al; (5) A 33(C, C,dlz d,) 
N 33 (430, C 6); 
folglich liegen r,3;6,04;0, auf einem Kegelschnitt und bilden ein Pascal- 
sches Sechseck, bei dem die Schnittpunkte der Gegenseiten 
(Lı3, 020); (3, BR) (u, 5)EDB, 
und 
(Go, Br) (46, va), 
auf einer Geraden liegen, also schneiden sich 
IYı3s! Codz| BA, 
in einem Punkte. 
Da nun 
bil, SAU EB, 
so gehen 1,9, und 'r,3;| durch denselben Punkt (a,b,c,, A,B,6,), und da sie 
ausserdem den Punkt r, gemein haben, so fallen sie identisch zusammen, d. h. 


ı 3 


liegen auf einer Geraden w. z. b. w. 


ST 


Weitere Beziehungen zwischen den Diagonalpunkten. 
Da nach $5 (8. 279) die acht Geraden 
Ads Azdı ds ‚As; b,b, 'b;b, b,b; 'b,b, 
einen und denselben Kegelsch.itt berühren und zwei demselben umschrie- 
bene einfache Vierseite 
4m ,a und bb, b, b, 


bilden. so sind sowohl die Punkte 


(a, u) =r und (A,,01;) >}, 


ee. 
et 


EEE TEETT ve a aB were N BB Ban le 
ee o Ban 
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als auch die Punkte 
(b,b,,6,b,)=r, und (b,b,bb,)=; 
conjugirte Punkte in Bezug auf den Kegelschnitt, d. h. ein solches Paar 
von Punkten, dass der eine auf der Polare des anderen liegt und umge- 
kehrt. Aus diesen zwei Paaren von conjugirten Punkten folgt aber nach 
dem bekannten Hesseschen Satze ein drittes Paar conjugirter Punkte, nämlich: 
ine WA (u di), 
also liegt der Schnittpunkt (t,r;, 3,3) auf der Polare von 9,. Nun hat aber 
auch derselbe Kegelschnitt die vier Tangenten 
1,0; 0,0,  !b,b; b,b,. 


welche ein ihm umschriebenes Vierseit bilden. dessen drei Diasonalen sind 


- 


DD, 8:6, = 06% 


B,B.| = Il 


folglich ist 9,9, die Polare von (6,66) =Y,, und der vorige Punkt 
(X Ya, 313.) muss auf der Geraden 'y,Y,| liegen, d. h. 
ul U): Jı Yo 
schneiden sich in einem Punkte, welehen wir 
(HF Ya, 1) = tb 
nennen wollen. 
Nunmehr folgt nach dem Desarguesschen Satze aus der perspeetiven 
Lage der beiden Dreiecke 


die lineale Lage, d.h. 
Ele: (Mr) = : (Hy a 
liegen auf gerader Linie, oder 
ty, Ul); Y;)); 
schneiden sich in einem Punkte. Daher giebt die perspeetive Lage der 
beiden Dreiecke 


die lineale Lage der drei Punkte: 
(Kıla, Ya) 


I), (Kits Ya, 


11 


_ y 
= 5; 


d.h. 
ht; ).d; I 35 


3 
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schneiden sich in einem Punkte, den wir 
(la, dd, dı5) = tr 
nennen wollen. 
Ebenso giebt die perspective Lage der beiden Dreiecke 
u 9 8 
4 5b 
die lineale Lage der Punkte 
rd, Kl) = 3; (ds; L;,Y,) =}; (T2tz, 9295); 
also schneiden sich 
Ylz Y»d;, 3233| 
in einem Punkte, den wir 
(Yolz, Yeds; 323) = fı 
nennen wollen. 
Aus der perspectiven Lage der beiden Dreiecke 
ı u 8 
Y DW dB 
folgt aber die lineale Lage der Punkte 
(Kılz, Yı 2) =1t;, (Yılz, yıd;) = t,, (X 1%, 9»);) = t; 


also liegen auch die drei Punkte 
ı, th 





auf gerader Linie. 
Weiter ergiebt sich aus der perspectiven Lage der beiden Dreiecke 
Mi 
| 5b U 5 
die lineale Lage der Punkte 
dd) Mid dad), (Kızı, Kade); 
also schneiden sich 
dal IRedel IRs3sl 
in einem Punkte, und aus der perspeetiven Lage der beiden Dreiecke 
WB 
N 
folet die lineale Lage der Punkte 
Id) Mn), Mader Yıdı); 
also schneiden sich 


Yıaı! Ya) 'Y3| 


in einem Punkte. Bezeichnen wir die drei Punkte: 


} 
&. 
Be; 
Y 
I 
S: 
ö 
Ei 
A 
4 
Er 





ee 3 








er 
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Yıdı, 32, di) = Is 
(Zıkıs Zoo, Al) = da; 
(2,9, 99, 5%) =. &, 
so erkennen wir aus der perspectiven Lage der beiden Dreiecke 
ı 9 8 
, 


u. 


> 
- - - 


\ 


die lineale Lage der Punkte 

een Mr) >i (dk der) = Ur 
d.h. auch 1,9,3, liegen auf gerader Linie. Wenn wir nun den neun Diago- 
nalpunkten einerseits noch die drei Punkte 19,3, hinzufügen und andererseits 
t,t,t;, so erkennen wir, dass je zwölf Punkte zwei neue Üonfigurationen 
(12,,16,) bilden, nämlich zu je dreien auf den Geraden liegen: 
Id, 34 ID % YD3 % Dr %ı 
(d.) U), %3 U) D> %, 1,03; %ı U, 14 32 
t3))ı 32 Y3 D» %ı U30)3 34 Y30)4 43 
Lıdı %ı ID, % 14); 33 14 3 » 
nr Hm ad mr 
d) Yn3! Muh Yu Med, 


Jı 123; Jı Del; Jı 321; Jı la 33 





un by hr et; 
Configurationen derselben Art, wie die ursprüngliche (%.) ($ 1), die also auch 
dieselben Eigenschaften besitzen. Wir können den vorigen Satz auch so 
aussprechen: 

Die neun Diagonalpunkte der drei in desmischer Lage befindlichen 
Vierecke erscheinen als die Ecken von drei Dreiecken 

Id; Klis dad 

welche paarweise perspectiw liegen; die drei Perspectivitätscentren t,t,t, bilden 


mit den neun Diagonalpunkten zusammen eine Configuration (12,. 16,). 


» ) 
5°. 
Beziehungen zwischen den Sehnittpunkten der Seiten der drei in desmischer Lage befindlichen Vierecke. 


Die Seiten der drei in desmischer Lage befindlichen vollständigen 


oO 


Vierecke 
4,150, bbb,b, oGe, 


wii 
=] 
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schneiden einander nicht nur, wie wir in $2 gesehen haben, zu je dreien 


3 
i ı 
a 


in den 12 Punkten A,B,6,;, @=1,2,3,4) der eonjugirten Configuration (K.), 


ae 





sondern ausserdem noch in 3.6.4= 72 Punkten, welche sich zu je 6 auf 
12 neuen Geraden befinden. Dies geht aus folgender Bemerkung hervor: 
Nach $5 berühren die acht Geraden 
d,d; (,d; 1,4; dd, b,b, b,b, b,b; b,b, 

einen und denselben Kegelschnitt, und es lassen sich daher aus ihnen in 
mehrfacher Weise Brianchonsche Sechsseite zusammenstellen, für deren jedes 
sich die drei Hauptdiagonalen in einem Punkte schneiden. Nehmen wir 
die vier Brianchonschen Sechsseite, deren auf einander folgende Seiten sind: 

A,ds bb; 0,0 ja] bb, aa, 

d,d, b, b, 1,0, ;d; b,b, d,d; 

d,0; b,b, b,b,! la,0, b,b, b,b, 

1,0; b,b;| ıb,b,| las! bb, |b,b|, 


so sind für das erste derselben die Hauptdiagonalen: 
(a,0:, b,6;), (a;3a,, b,b,), 
(0,03, b,B;), (90a,,bb,) = 8,6; = u, 
(1,0, |; 
tolglich liegen die drei Punkte 
(AA, b,b,) (aza,,bb,) (66, A205) 
auf einer Geraden. 
In gleicher Weise geht aus den drei übrigen Sechsseiten hervor, dass 
(0.0, b,b;) (a3a,, bb,) (ec, Q,0,) 
(00,, b,b,) (a;a,,b,b,) (ec,, b,b,) 
(As, db) (ya,,bb,) (cc, b,b,) 
auf je einer Geraden liegen; folglich liegen alle sechs Punkte 
(A,0:, b,6,) (aza,,bb,) (0,05) (ma, (bb, (B2b;, 165) 
auf einer und derselben Geraden. 
Verfolgt man auf diese Art die sämmtlichen neun Kegelschnitte in 
$ 5, deren jeder von acht Tangenten berührt wird, so ergeben sich 12 
(rerade, deren jede sechs von den oben angegebenen 72 Punkten enthält. 


Diese 12 Geraden lassen sich in folgender Tabelle zusammenstellen: 








a ” Se Sc Bi bi \ re 
TR N: Ki za ur nr 
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1. (a0, 6b,6;) (a3a,,bb,) (1.06) (QsQ;, c;C (b,b,.c;c; b,b.. cc 
2. (a0, b,b,) (3a,,5,b) (m,C5) (Ma,C) (bib,c6) (dab, ce, 
3. (010, b,b,) (asa,, bb) (aA5,C16) (Ad, 66) (bib;, 15; 0,b,, Cı6,, 
4. (0,9, b,b,) (a;a,,b,b,) (0,%6) (Q20,C%5) (Cbib;, cc 0,0,, 05€, 
5. (0,5,5.) (aa,,5b,) (um,656) (005,016) (bib,, ce, b,b..c;c 
6. (0, b;b,) (ma, bb) (ml, C%) (Ad, 65, 0,4, it 2b, Cat, 
7. (&0,5,5,) (aa, 6,5) (0,06) (0304,66) (b,b,, 050 05,6,, 0,0 
S. (Q,0;, b,b;,) (0:0, b, b,) (9, 0,, C36z, 30,, Cl; b,b,,c;1 0,b,, 0; 
Y. (a,d;, b, b,) (0:05, b; b,) A 05, (; (4 (Q0;, 6, bb,,ce D,0,, 65 
10. (a,a,, b;b,) (a0, 5,6) (0,066) (Aa, 6G) (bib;, 01 b,b,. cc 
11. (aa. 5,5) (a0,b,b,) (aa,C%) (Azdy, Cı6 B.B.6C b,b,.( 
12. (a,a,,b,b,) (a.0,,6,6) (010,66) (ma,06) (b,b2,065) (b5b,, c,6,). 





Wir können also den Satz aussprechen: 

Die 72 übrigen Schnitipunkte der Seiten der drei in desmischer Lage 
befindlichen Vierecke (ausser den 12 Punkten, in welchen sie zu je dreien zu- 
sammenlaufen) liegen zu je sechsen auf 12 Geraden. 

Dieselben 72 Punkte vertheilen sich auch zu je sechsen auf 24 
Kegelschnitten, indem sie sich zu Pascalschen Sechseeken zusammenfüren 
lassen, deren auf einander folgende Seiten so lauten: 

ld; b,b, (il, 1;0, b,b, 6; 

A,d» b, b; Cy(z 1304 b,b, CC; 

A,d; b,b, GG 1;d; b,b, &L 

1,0; b,b, 6 ;(4 b,b, Cl 
1,0: b,b, A 1;,d, b,b;, ER 
40) Bu 0% 5 8b 106% 
d.d; b,b; CC; (;d,; b,b, Cata 
1,0; b,b; CC, ;d, b,b, 66; 
0,4; b,b,| 166% a b,b, Cl; 
d,d; b,b, kat, d,(, b,b, b6 
d,d; b,b, ec ld; b,b, 6.6; 
1,0; b,b, 6; Al; b,b; Cl; 


‘A, (; b, b, C, () Wi ) ll; b ) b ((; 
1,d; b, b, (,l, N,l; b,b, (cl 
dd, b,b; 6 1,0; b,b, GE 





1,0; b,b; GG ll; b,b, 
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0 |b6) as aa] 5b cc, 
aa |bb) eu Ina] 56, Jos] 
40! Ib5;b, Cı6z| A205, 'b,b, ICa6;| 
an 65 loc Im] Ibb) Jacl 
au bb le I 66 loc 
ul 166 5 I Ib ae 
a 16% Ge Im Ib Ic, 
u 66 Is) Ian] Ib) ao. 

Die Pascalschen Linien dieser 24 Sechsecke sind nichts anderes, als 
die sechs Geraden: 





das dad Edıdel Er dade IMedızal Ndadıl, 
welche wir in $ 6 gefunden haben (8. 283). 


$ 9. 


Einige besondere aus der Configuration (12,, 163) hervorgehende Configurationen. 

Herr J. de Vries macht a. a. O. auf einige besondere Configurationen 
aufmerksam, welche aus der Hesseschen (12,, 16,) hervorgehen durch Fort- 
lassung und Hinzufügung gewisser Punkte und Geraden; diese sollen in 
der von uns gewählten Bezeichnung angeführt werden. 

Zunächst bilden zwei solche Sechsecke, wie sie in $ 3 betrachtet 
wurden, von denen jedes dem anderen gleichzeitig ein- und umbeschrieben 
ist, mit ihren 12 Ecken und ihren 12 Seiten die besondere Configuration 
(12,, 12,), welche dadurch aus der Hesseschen hervorgeht, dass aus dieser 
vier solehe Geraden fortgelassen werden, welche keinen Configurations-Punkt 
gemeinschaftlich haben, aber zu je dreien sämmtliche Configurations-Punkte 
enthalten, also jeden nur einmal, z. B. werden die vier Geraden fortgelassen 

abc) mb dr Ib, 
so bleibt die Configuration (12,, 12,) übrig, welche die 12 Configurations- 
Punkte in den 12 Geraden enthält: 
label ab; Ib Ib, 


3b, Ib mb Ib, 





uber I; Ib be. 
Solcher Configurationen sind, wie wir gesehen haben, 24 in der Hesseschen 
enthalten. 


Die Vereinigung‘ der Hesseschen Configuration mit der zu ihr con- 
jueirten Confieuration ($ 2) liefert 24 Punkte abe ADB,6;, @=1,2,5, 4, 
) > oO \« / ’ / 





& 
: 
=“ 
R. 
ag % 


BEER EBEN 








: ö 1. 
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welche wegen der Identitäten (A.) ($ 2) sich zu je vieren auf den 18 Ge- 
raden vertheilen: 

la,a, A, 2; 16,6, WA,| Jo WA;| 

I, WM| 656, A| Is UM:| 


a,6,6,| |6,65,66 ja, 6! 





(h.) GER | mr | rn 
|.,66;| |6,6,6,6| |24,6,&] 
,BB| |56,BB| IusBB:;]| 
BB] [6588| Io; B;|, 


also eine Configuration (24,,18,) bilden, welche von Herrn J. de Vries die 
„harmonische Uonfiguration“ genannt wird. 

Lassen wir aus dieser harmonischen Configuration die sechs Punkte 

., b «U DB & 
fort, so entsteht eine Configuration: 
(18;, 18;), 

deren 18 Punkte zu je dreien auf folgenden 18 Geraden vertheilt liegen: 
um; 6%) Io] 


.5;8| 1,658 Io; 
a; ü, S,| 'b, b, 6; | '(z C; G;| 
ba |BBa| |GGa;| 


AWAUb BB] | 
AN: c;| IBB:c, | 18,66; |. 


Soleher Configurationen lassen sich 16 aus der harmonischen Configuration 





ableiten, zu denen wir gelangen, indem wir jedesmal aus der harmonischen 
Configuration die je sechs Punkte fortlassen: 

4b,,A,B,G, 

a,b, 91,6, BD, 


4,5 A,D,6, a,b, 6, I, 9,6; 
1,0,, 9,6, 4, 04,0, AB, 6; 
4b, N. R, 0b, A, B,6, 
HH AB,G, db, AB,6, 
1,0,,W,6; 1, 40, A, B,6; 
a,6,, 9,6; R, 4b, AU, NG... 


0d,0, A, 9,6, 
1,0,1, 9,6, 4, 
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Werden den obigen 18 Geraden der Configuration (18;, 18,) noch die sechs 
(Feraden hinzugefügt: 
a,b, 6; | Ib ec, a,b, © 
AUDG UBG DBE;|, 
so entsteht eine Oonfiguration: 
° N 
(18,, 24,), 
und werden endlich diesen noch die sechs weiteren Geraden hinzugefügt: 


| U, b, C) 16) b, (3 (3; b, C; 
AWD;6, AW9,6; WD,6, b) 


so entsteht eine Configuration: 
(18,, 30;). 
Wenn wir zu den 12 Punkten der Hesseschen Configuration die drei 
Punkte A,D,6, der eonjugirten Configuration hinzufügen, so erhalten wir 
15 Punkte, die sich zu je dreien auf den 20 Geraden vertheilen: 





uber Ich Ibrca;| ul N 1,4, 

(I) b,c, Ay6, b; bo b, b, U, b, b, Y, b, b, 6, 

1b 5b Bi, HH Ia5B 5,6, 
a,b;c, WUDE,|, 


also eine Configuration (15,, 20,) bilden, welche man wohl die Cayleysche 
nennen darf, weil Cayley*) sie aus einer Raumfigur abgeleitet hat: Nimmt 
man sechs beliebige Punkte im kaume unabhängig von einander an, so 
lassen sich dieselben zu je zweien durch 15 Gerade und zu je dreien durch 
20 Ebenen verbinden; eine beliebige Transversalebene wird von den 19 
(Geraden in 15 Punkten und von den 20 Ebenen in.20 Geraden dureh- 
schnitten; die dadurch in der Transversalebene erhaltene Figur ist die Uon- 
figuration (15,, 20,); denn in der Raumfigur enthält jede der 20 Ebenen 
drei Gerade und durch jede der 15 Geraden gehen vier der 20 Ebenen, 
also werden in der 'I'ransversalebene in der 'T’'hat die Bedingungen der 
Configuration erfüllt. 

Dieser Configuration steht eine zweite zur Seite, die wir erhalten. 
indem wir in der vorigen nur die kleinen Buchstaben mit den grossen ver- 
tauschen. Nehmen wir aber von den 20 Geraden der Cayleyschen Confi- 
guration nur die eine Hälfte heraus, nämlich die Gerade 





A,D,6,) und die 


*) Cayley: „Sur quelques theoremes de la geometrie de position“. (Dieses Journal 
1, 8. 215.) 


Bd.: 
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neun Geraden, welche je einen der Punkte A,B,6, und zwei von den neun 
Punkten a;b;c; @=1, 2,53) der Hesseschen Configuration enthalten, die noch 
zu je dreien auf den sechs Geraden liegen: 

4d:6| Imb;cı I0;b,c; 

415% '9b,& Azb;cC;, |. 


so erhalten wir wiederum eine Hessesche Configuration (12,, 16; 





Hm Ib GG Ib; 1,0, 0; 
b,a, &; b,b,\, b,, a; 0,6, b, 
(‚dl b, 6b a; | Go, 1, 6 
D,n0 Bub Br BAM, 


und eine analoge Configuration ergiebt sich aus der conjugirten CUonfigu- 
ration. Solcher Configurationen erhalten wir offenbar 2.16 = 32, zu denen 
wir gelangen, indem wir an Stelle der abgesonderten Geraden W,B,G, 
eine der übrigen 16 Configurations-Geraden der Hesseschen Configuration 
oder ihrer conjugirten nehmen. 

Wenn wir in der oben angegebenen Configuration (18;, 18,) (S. 291 
den darin auftretenden Geraden die in ihnen enthaltenen Diagonalpunkte 
19:3; @=1, 2, 3) hinzufügen, also die 18 Geraden haben: 

dp At, b, b, I, r; & GuL 
' 0, A; BY, Ai b, b; Y,3,| (> 39; 13 
(; 46,9. b; 0,6, 3 10;Y 
UA, Gr5| BD, 3 6,6, 0,9; 
AM; Ast, BB, ur 16, 0 
AA, br! BB, bir! 186, bY.|. 
so können wir aus ihnen durch Fortlassung der Punkte 
ui ER ©, 
und Hinzufügung der drei Geraden 
tD233| 129331 Il), 3: 
eine Configuration (21;, 21,) erhalten, die folgende Gestalt hat: 


Nr, b, A, r; GR 
d, Q3 3%: | b,9, 3, 23; 33 
3,694! bb 1,65% 
AN, Tr; | DB, Cı 33 'G, (U; 
A sr) BB Hl I& aY 
Ab, |B bl 156,9 
Y, Dr 35} t, D; 3 l; Yı 32» 





Journal für Mathematik Bd. CVIIl. Heft 4. 











294 Schroeter, die Hessesche Configuration (12,,16,). 


Diese Configuration erscheint weniger übersichtlich und complieirter, als die 
unmittelbar aus der Bestimmungsart der Diagonalpunkte ($ 4) hervorgehende 
Configuration (21;, 21,), welche so lautet: 

aan ben Jucr 

art, bb,r 54 

03V 166% ch 

09 by 20H 

Hr Dibrze) trade 

'A2dz fı bb; A GG 3;| 

Eli) 99 3ı| Yyı Ze 

und von den 21 Punkten gebildet wird, die als Ecken und Diagonalpunkte 
der drei in desmischer Lage befindlichen Vierecke auftreten. An Stelle der 
drei letzten Configurations-Geraden hätten wir auch die drei Geraden wählen 
können 





dad dıza] Eda3ıl, 
wodurch eine zweite mit dieser nahe zusammenhängende Configuration der- 
selben Art erhalten wird. 


$ 10. 


Zusammenhang der Hesseschen Configuration mit der ebenen Curve dritter Ordnung. 


Wenn man aus der Hesseschen Configuration (12,,16,) ($ 1) (A.) die 
neun Punkte herausnimmt: 


d, b, (3 
FE  \\ 
b, 4 (4, 


von denen sowohl je drei in einer Horizontalreihe stehende, als auch je drei 
in einer Verticalreihe stehende auf einer Geraden liegen, so erkennt man, 
dass sie die neun Durchschnittspunkte von drei Geraden mit drei anderen 
(eraden sind, also eine Gruppe von neun associrten Punkten bilden, so 
dass jede Curve dritter Ordnung, welche durch acht derselben geht, auch 
den neunten (nothwendigen) Punkt der Gruppe enthalten muss. Nimmt 
man andererseits die neun Punkte: 

a Wr 


cc 
.. u: 3 
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heraus, so erhält man eine zweite Gruppe von neun assoeiirten Punkten. 
Diese beiden Gruppen haben aber sieben Punkte gemeinschaftlich: 
Bi ed Ca 


Fügt man denselben die Punkte a, und a, hinzu, so wird durch diese neun 
Punkte nur eine einzige Curve dritter Ordnung ec“) bestimmt, welche wegen 
der ersten Gruppe den neunten nothwendigen Punkt c, und wegen der 
zweiten Gruppe den neunten nothwendigen Punkt c, enthalten muss. Es 
liegen daher die elf Punkte: 

TE Tr Ve ME Ge 


ar 
auf einer und derselben ce”; dass auch der zwölfte Punkt b, auf ihr liegt, 


erkennen wir aus der Gruppe von neun assocürten Punkten 


C, b, ll; 
s, u 6 


Wir schliessen also: 

Die 12 Punkte der Hesseschen Configuration (12,,16,) liegen auf einer 
Curve dritter Ordnung ce"). 

Es zeigt sich aber sogleich, dass auch die neun Diagonalpunkte 
($ 4) auf derselben ec“ liegen müssen. Dies ergiebt sich, wenn wir die folgen- 
den Gruppen von je neun assocürten Punkten bilden, bei denen immer ein 
Diagonalpunkt als neunter nothwendiger auftritt, während die anderen acht 
Configurations-Punkte sind: 


b, (> ll; dl, () b, Q, b, (3 
s 55 _ % “ & D > & GG 
N) d, r, b, b, U, (2 (; U; 
u ae ° . 6. % . DD 6, 
ee Eu Ss u a ° Eu 6 
u m u, b GG 
u. 6%: 0 6 I Ta 
u u u 8. 9% 
ll» (ll; x; b, b, I) () (3 Mr 


Da in gleicher Weise die 12 Punkte der eonjugirten Configuration (A.) 
($ 2) auf einer Curve dritter Ordnung C® liegen und für die (K.) die Dia- 
gonalpunkte dieselben sind ($ 4, 8. 278), so folgt: 
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Die Curven dritter Ordnung c“ und C“), welche den beiden conjugir- 
ten Configurationen umschrieben werden können, schneiden sich in den neun 
Diagonalpunkten, welche beiden conjugirten Configurationen gemeinschaftlich 
sind ($ 4). 

Die neun Diagonalpunkte bilden also selbst eine Gruppe von neun 
assoclirten Punkten, was auch schon aus ihrer in $ 6 erkannten Lage her- 
vorgeht: 


ı » 3 
A R 
}2 l; yı ’ 


indem je drei in einer Horizontalreihe und je drei in einer Verticalreihe 
stehende Punkte auf gerader Linie liegen, also diese neun Punkte als die 
Schnittpunkte von drei Geraden mit drei anderen Geraden erscheinen. 
Legt man durch die Curve ec“, welche die 12 Configurations-Punkte 
von (k.) und die neun Diagonalpunkte enthält, die beiden Geraden b;c,a, 
c,b,a,\, so müssen, nach einer bekannten Eigenschaft der Curven dritter 
Ordnung, die Verbindungslinien |b;c, cd; und die Tangente in a, der c® 
in drei neuen Punkten begegnen, welche wieder auf einer Geraden liegen; 
da nun die Gerade 'b,c, der ce in a, und die Gerade .c,b; der ce auch 
in a, begegnet, so muss die T’angente in a, mit der Tangente in a, einen 
auf der Curve ce liegenden Schnittpunkt haben, oder was dasselbe sagt, 
die beiden Tangenten der Curve in a, und a, haben denselben Tangential- 
punkt auf der ec. Dieses ist der neunte nothwendige Punkt zu den acht: 


ee 
u 


unter welchen die Punkte a, und a, doppelt auftreten, also die Verbindungs- 
linien |a,a,| und Ja,a,| Tangenten der ce“ in a, und a, sind. 
In gleicher Weise folgt aus den Schematen: 


u ur Fe 
a. u U u. © 
dl; (ll; 2 (4 (4 .. 


dass auch die Tangenten in a, und a, denselben Tangentialpunkt haben, 
wie die Tangente in a,; also haben die vier Curvenpunkte a,a,4,a, einen 
und denselben Tangentialpunkt. 


” 








. ” RAN les 
a ai ee va EEE IE ER RETTTTENN 
En Be an ie ee 








u ale FE NOLNRLEN ala 
N aa See a ne a a a ae A nd un RR 
EEE Sa u a ne: TR r j ‚ x 


NER N 
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Dieser Tangentialpunkt ist leicht zu bestimmen aus den Schematen: 


TE Bi: 
Ga G u 
m - u & 


er muss also sowohl auf |r,r,| als auch auf |y,y,| liegen und ist daher der 
Schnittpunkt 

rd) (Sl, S. 286); 
wir schliessen also: 

Die vier Punkte a,0,0,a, sind die vier Berührungspunkte der Tangenten 
aus dem auf der Curve liegenden Punkte t, an dieselbe. 

Ebenso zeigt sich, dass b,b,b,b, die vier Berührungspunkte der Tan- 
sgenten aus dem auf der Curve liegenden Punkte t, an dieselbe und dass 
(6636, die vier Berührungspunkte aus dem auf der Curve liegenden Punkte 
t, an dieselbe sind. 

Wir haben also jetzt 24 Punkte auf der ec”, nämlich die 12 Configu- 
rations-Punkte a,b;,c; @=1, 2,3, 4), die neun Diagonalpunkte 1,93, @=1,2,3) 
und die drei Punkte t,t,t,, die gemeinsamen Tangentialpunkte der je vier 
Punkte a,b;e, @=1,2,3,4). Ebenso liegen auf der C” 24 Punkte, nämlich 
die 12 Configurations-Punkte der conjugirten Configuration U,B,6,@=1,2,3,4), 
die neun Diagonalpunkte 1,93; @=1,2,3) und die drei Punkte 1,9, 3. 
die gemeinsamen Tangentialpunkte der je vier Punkte U,B,6, Ü=1,2,3,4). 

Hierdurch ist der Zusammenhang der Hesseschen Configuration (12,, 16, 
und der zu ihr eonjugirten Configuration, wie sie aus unseren elementaren 
Constructionen ($ 1 und 2) hervorgingen, mit der ebenen Curve dritter 
Ordnung vollkommen klargelegt. 


$ 11. 
Nachweis der Möglichkeit zweier verschiedenen Configurationen (12,, 16 


(a.a.O 8. 67): „Es giebt 
nur zwei Uonfigurationen (12,,16,), deren Punkte drei Quadrupel bilden, 


in welchen jeder Punkt von den übrigen getrennt ist“: da er die Uhnter- 


Herr J. de Vries sagt in seiner Abhandlung 


suchung, welche zu diesem Resultat führt, nicht mittheilt, so sei es ge- 
stattet, einen Nachweis desselben hier beizufügen: 
Soll eine Configuration (12,,16,) gebildet werden, so müssen durch 


einen Punkt a, derselben vier Gerade gehen, deren jede noch zwei weitere 
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Configurations-Punkte enthält, was neun Punkte giebt; also bleiben noch drei 
Configurations-Punkte (Restpunkte) übrig, die nicht mit a, durch Configu- 
rations-Gerade verbunden sind. Nennen wir diese a,4,a, und fügen die Be- 
dingung hinzu, dass auch diese unter einander nicht durch Configurations- 
(Gerade verbunden sein sollen, also dass für a, als Ausgangspunkt ge- 
nommen, qa,4;a, als hestpunkte bleiben u. s. f., dann bilden a,a,a,a, ein 
(Juadrupel von Punkten, die nieht mit einander durch Configurations-Gerade 
verbunden (d. h. von einander getrennt) sind. 

Nehmen wir nun einen weiteren Punkt b, der Configuration, so 
können unter den zu ihm gehörigen Restpunkten a,a,a;a, nicht vorkommen, 
denn b, muss einer der acht Punkte sein, die mit a, verbunden sind. 
Nennen wir die zu b, gehörigen Restpunkte b,b,b, und fügen die Bedin- 
gung hinzu, dass jeder von diesen vier Punkten b,b,b,b, die drei übrigen zu 
Restpunkten habe, so bilden diese ein zweites Quadrupel, wie das erste, 
und es muss jeder Punkt des zweiten mit jedem Punkt des ersten durch 
Configurations-Gerade verbunden sein; dadurch erhalten wir die 16 Con- 
figurations-Geraden |a,b,|, auf denen die vier letzten Configurations-Punkte, 
welche wir cc, nennen wollen, so vertheilt liegen müssen, dass jede der 
16 Geraden |a,b,| nur noch einen der Punkte cc, als dritten Configu- 
rations-Punkt enthält, welche selbst unter einander nicht verbunden sein 
können, weil wir sonst mehr als 16 Configurations-Gerade erhielten. Diese 
vier Punkte c,66c, bilden das dritte Quadrupel von Configurations-Punkten. 

Schreiben wir nun die 16 Configurations-Geraden hin und lassen den 
dritten Punkt auf jeder derselben noch frei: 


ab, | Iub-)| |ab-| Ib: 
%b | ab -| Inb-| Ib: 
ab -| lab -| job -| Ib; -| 
ab.) |ub-| Iub-| Iub- |, 


so müssen in jeder Horizontalreihe als dritte Punkte c,c;c;c; in irgend einer 
Anordnung stehen, weil zwei gleiche c, nicht in derselben Horizontalreihe 
stehen können, ohne dass zwei Üonfigurations-Gerade identisch werden; 
dasselbe gilt von jeder Verticalreihe; wir setzen in die erste Horizontal- 
reihe, um in Uebereinstimmung mit der uns bereits bekannten Configuration 
(12,, 16,) zu bleiben, die Punkte c, in der Anordnung als dritte Punkte 


Ki 
e 
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wodurch keine Beschränkung eingeführt wird; und wir dürfen auch in der 
ersten Verticalreihe als dritte Punkte die c,; in derselben Anordnung 

ae Er RR 
einsetzen, ohne eine Beschränkung einzuführen, weil die Punkte a.a;,a, 
unter einander vertauscht werden können, ohne dass das obige Schema 
sich ändert: wir erhalten also unter allen Umständen folgendes Schema: 


9% ab) | | 
\a3b,6,| a,b, ! Azb; + a,b, -| 
ab,c, ‚a,b, e | a,b; , ‚a,b, , 


Jetzt sind noch neun Stellen mit den c, auszufüllen. An die erste 
leere Stelle kann nur entweder c, oder c, oder c, treten, ohne dass zwei 
Configurations-Gerade identisch werden; setzen wir zuerst c, in die fehlende 
zweite Stelle der zweiten Horizontalreihe, so muss in derselben an dritter 
Stelle c, und an vierter Stelle c, stehen, ebenso in der zweiten Vertical- 
reihe an dritter Stelle c, und an vierter Stelle c, stehen; dagegen können 
in den noch übrig bleibenden vier leeren Stellen die Punkte c, und c, in 
zweifacher Weise vertheilt werden, und wir erhalten die beiden möglichen 
Configurationen: 

a,b;c, 


ats) ab! lab; 


ab; Ib Iubcl Ia.b;0;| 
(1.) I } \ 
3b nr | 
uber he I, 
a,b;c, ab36; a b;c, a,b;c, 
Id, Ib Ibn Imb;c, 


ab,6 azb;c, 0,0;C; a,b;c, 





ayb,c;| a,b;c; a,b;c, 1,b,6; . 


Setzen wir zweitens in dem vorigen noch unausgefüllten Schema 
an die erste leere Stelle c,, so muss in der zweiten Horizontalreihe an 
dritter Stelle c, und an vierter Stelle c, stehen: in der zweiten Vertiealreihe 
muss an dritter Stelle c, an vierter Stelle c, stehen: an dritter Stelle der 
dritten Horizontal- oder Verticalreihe könnte nur c, oder c, stehen: c, kann 
aber nicht stehen, weil sonst c, an die vierte Stelle der dritten Horizontal- 
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reihe käme, was nicht angängig ist, ohne zwei Configurations-Gerade iden- 
tisch zu machen; also ist nur die einzige Möglichkeit vorhanden, an die 
dritte Stelle der dritten Horizontal- (oder Vertical-) Reihe das Element c, 
zu setzen, wodurch nun die übrigen leeren Stellen unzweideutig bestimmt 
werden, und wir erhalten folgende Configuration: 


ab, br be ja,bre! 
ab I I Ib 


f N 
sn 
wi 

Tr 


036,6, 'Qzb2c;| 'azb;C, 0b, 





abc mb br bie). 

Setzen wir endlich in dem obigen noch unausgefüllten Schema an 
die erste leere Stelle c,, so muss in der zweiten Horizontalreihe an dritter 
Stelle c, und an vierter Stelle c, stehen, weil die Umstellung dieser beiden 
Elemente zu einer Identität zweier Configurations-Geraden führen würde; 
in der zweiten Verticalreihe kann an dritter Stelle nicht c, c, oder c, stehen. 
weil sonst offenbar Identitäten hervorgingen, vielmehr muss c, stehen, also 
an vierter Stelle c,. In der dritten Horizontalreihe muss aus gleichen 
Gründen an dritter Stelle c, stehen, und die übrigen leeren Stellen sind 


dann unzweideutig bestimmt, so dass nur die einzige Möglichkeit der Con- 
figuration hervorgeht: 


ab,c,) abc; ‚a,b;c, 'ab;c, 
4 ab, Q,b,6, ‚a,bzcı| abc; 
in bie] asb;c1| 656] Jasbic;| 
dd, 3050) A5d5tH) A3d4t;| 





4b Ib I I. 

Im Ganzen stellen sich also zunächst vier Configurationen (12,,16,) 
als möglich heraus, die wir mit (1.) (2.) (3.) (4.) bezeichnet haben. Es 
zeigt sich aber, dass die drei Configurationen (2.) (3.) (4.) identisch sind 
und durch eine Vertauschung ihrer Elemente in einander übergeführt werden 
können, so dass in der That nur zwei wesentlich von einander verschiedene 
Configurationen (12,, 16,) übrig bleiben. 

Wenn wir nämlich in der Configuration (3.) an Stelle der Elemente: 

' PREr PORBaE  PREn 9 . u: 5: ee u Ir 


bez. 
! 


Br ir en un ee‘ "BR RE > 


- 


setzen und in der dadurch erhaltenen Configuration die oberen Accente fort- 





‚ ; MN 
N ne NER 





REFERENT EERMEIRE, 
ee ae 











. o du EN, FIT 
wi Drake ara Re ES ER ER RNE Eu N 9 er e re Ber Aa IDEEN NS x 








Schroeter, die Hessesche Configuration (12,,16,). 301 


streichen, so erhalten wir nach gehöriger Umstellung der Gonfigurations- 
Geraden genau die Configuration (2.), wodurch die Identität derselben mit 
(3.) nachgewiesen ist. 
Wenn wir andererseits in der Configuration (4.) an Stelle der Elemente 

ı & Gb % . 5 Bi ii: 8 
bez. 

u EEE _—E E A a ARE > 
setzen und in der dadurch erhaltenen Configuration die oberen Accente fort- 
streichen, so erhalten wir nach gehöriger Umstellung der Configurations- 
Geraden genau die Configuration (2.), wodurch die Identität derselben mit 
(4.) nachgewiesen ist. 

Wir erhalten also in der That nur zwei wesentlich von einander ver- 
schiedene Uonfigurationen (12,, 16,) unter den vorgeschriebenen Bedingungen: 
die erste derselben (1.), welche Herr J. de Vries (12,, 16,)A nennt, ist die 
Hessesche (k.) ($ I); die zweite (2.), welche Herr J. de Vries (12,, 16,)B 
nennt, wollen wir unter Vertauschung der Elemente c,; und c, so schreiben: 
ab; ube,) Jude) jaubze, 


'a,b;c,| 'Qd;6;| \ab;cC,| 10,b;c; 





(k'.) | ‚ ' 
Ia,b,6;| |Q;b,c; | 1, D;€; (1, D;C; 
a,b,c, 'a,b;c;| a,b;6;| la,b;e;! 
und (#.) nennen. Sie hat mit der Configuration (k.) 12 Configurations- 


Gerade gemeinschaftlich, nur die vier übrigen sind verschieden in den beiden 
Uonfigurationen. Auch diese zweite Configuration (12,.16,) lässt sich auf 
elementare Weise folgendermassen eonstruiren. 


$ 12. 


Construction der zweiten Configuration (12,. 16.) B. 


Wir gehen von zwei perspeetiv liegenden Dreiecken aus: 


ne. u m 
C, (, C 
Q, 


bei denen sich die Verbindungslinien entsprechender Eeken b,c. bu bst; 
in einem Punkte a, schneiden, und bestimmen die Schnittpunkte 
d,b56)= 0, Be,b;5)=m, (d,6, bc) = a;: 
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dann folgt, dass das von den sechs Punkten 
RE ie WEL 
gebildete einfache Sechseck ein Pascalsches sein muss, d. h. seine sechs 
Ecken auf einem Kegelschnitt liegen, weil die drei Schnittpunkte der 
Gegenseiten 
(a; b,, 0; b,) =(;, (b,c,, b,c,) = Ay, (C,05, C>A,) = b, 
auf einer Geraden b,c,a, liegen. 
Nehmen wir nun das Pascalsche Sechseck 
ab oa cab o, 
so sind die Schnittpunkte der Gegenseiten 
(a,b,, b)=6G, (bie, b,c,) =(;, (d:6, d,6,); 
folglich schneiden sich 
va! Ivo] lass; 
in einem Punkte, den wir 
(6,06) = b, 
nennen wollen, und von dem wir sehen, dass 
'a,b46,| 
auf einer Geraden liegen. 


Nehmen wir zweitens das Pascalsche Sechseck 


Ei u. 0 


- 


so sind die Schnittpunkte der Gegenseiten 


(ab,05), bGeo,bo)=n, (1,0) =b;; 
folglich schneiden sich 
ab) Ib Ib; 

in einem Punkte, den wir 

(4,b,.,0b,) = 4 
nennen wollen, und von dem wir sehen, dass 

'A,b,c, 
auf einer Geraden liegen. 
Nehmen wir endlich das Pascalsche Sechseck 


BR a 


u EN Rasa ar ER PD TEREETIELUEN 
aa a29 Sons 2 ri Fer da Te an NE ale EEE nn 
a ee Pe 22 ap 3 


Bi” Fi Bi ER 





ne 


RT 











Be 


EEE RUNTER 
a ee ee A , 


EEE N: a Fa ea £ Eh 
EEE RE RER 


so sind die Schnittpunkte der 


(a, B.; Q,b,) = (4, 


Schroeter, die 


welche in einer Geraden 


liegen müssen. 


Wir sehen hieraus, dass die 12 Punkte a,b,c, @=1,2,3, 4) zu je 


Hessesche Configuration (12, 


(Fregenseiten desselben 


lasb;c, 


(b,c,, b,c,) — (4. (C,Aı. (,l2, — 


auf 16 Geraden liegen, welche die Configuration (#'. 


bilden: 


rr 
= 
ns 





ad.) abe, 
nd, Ib 
3b, /a;b;c, 
ubc Iuyb;6; 


a,b;c, a,b;e, 
ab; 'mbe; 
Azb;c,| Jazbyc;! 
4b) Iybie,. 


‚16, ). 


oder 
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dreien 


12,. 16,)B 


Die Punkte der Configuration gruppiren sich auch hier (wie in $ 4) zu drei 
Vierecken in desmischer Lage, allein mit etwas anderer Anordnung: stellen 
wir je zwei perspectiv liegende Vierecke mit ihren entsprechenden Ecken 
unter einander und das jedesmalige Perspectivitäts-Centrum darunter, so er- 
halten wir folgende Tabelle: 


b, 6,6, 6, 


L; I7i I, 4 i 


a 


‚Ge, 
a,a,a,g, 
b 
a0,q,q,q, 
b,b,b, b, 


[ 


1 


l 


Andererseits ersehen wir 
figurations- Geraden nur 
jedes zu den drei Paar Gegenecken sechs Contigurations-Punkte hat. 


b, b,b, b, 
0.6 
q, 

C, (, [, (; 
a,a,a,q, 
b, 
0,0,a,qa, 
b,b,b,b 


(, 


Paare von Gegenecken dieser vier 


A,d,. 
b,b,, 
(Ca, 


u ‚ds 


aus der Ü 


b,b,b, b, 
6, 6,C 
A, 
een, 
a,a,a,a 
D, 
a0,0,0,Q, 
b, 6, b, b 
C. 


onfiguration (K.). 


D 


dl 


b, 


dass sieh die 


lb ('on- 


zu vier vollständigen Vierseiten gruppiren, deren 


Die 


vollständigen Vierseite sind: 


D.02. Cala: 
(Ca, 1;0;: 
4,d,, b,b;: 


0,0,, 66 


* 
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Jedes dieser vier vollständigen Vierseite enthält sechs Configurations-Punkte 
als Ecken; nehmen wir die sechs übrigen Configurations-Punkte, so liegen 
dieselben allemal auf einem Kegelschnitt; wir erhalten also vier Kegel- 





sehnitte, auf deren jedem ‚sechs Configurations-Punkte liegen, nämlich 


u bb bb, u © liegen auf einem Kegelschnitt, 


BERNER EN 6 203 . ; 


, LG Go u % z ie or . - 

Fe En” - - ix E 3 1 

add b Go ’ 5 . ’ Br n 
wie unmittelbar aus dem Pascalschen Satze zu erkennen ist. E. 


Ferner ergeben sich drei Kegelschnitte, welche von je acht Geraden 
berührt werden: 

1) 08 Inu Im I Ibb 6,6, 166 5, 

2) Ad) |: IQ |A20; 6 7 6 /66|; 

3) bb Ib, bb, bb, Icc Buhötaststegl: 
Hieraus folgt durch mehrfache Anwendung des Brianchonschen Satzes, wenn 
man die sechs Diagonalpunkte bezeichnet: 

(A035, dd) =; (b,b;, b,b,) = )ı; (Cı65, (26,) =; 
(1,%0)=r, (bb,bb)=Y, (1%, 06) = 3}, 


dass sich die je drei Verbindungslinien 


U) Bd 6% Im einem Punkte schneiden ;,. 
nd In |Bul - - - - = 
I mil um - - - - Is, 
Yı %ı > 32 (50; ’ ? e 5 I, 
at |atıl Bel - - 2 . Y;, 
Jı lı 3. bo b,b,} - : z x Yu; 


von diesen sechs neuen Punkten zeigt sich, dass sie zu je dreien auf vier 
Geraden liegen 


dad did da I Taladalı 
so dass die 12 Punkte 1,93; @=1, 2, 3, 4) sich zu einer neuen Configu- 
ration (12,, 16,)B zusammenfügen, die so lautet: 
Ylı 33 UD23a ID; 3% IR FESEE 
Yodıdal IKalez3l Kadalı Yol43e |, 
Ydız2) ddl dd ads]; 
Iıdı 3%: BEER 1433; 11434 5 








a a 


REF ae erh Er, a BR ES ERS LRTN. 


an u‘ er 
FREE Da ee 
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zugleich liegen je sechs Punkte 


ı & DM WM 3 % auf einem Kegelschnitt, 
ı bo oI u SB e j . , 
ss ee I bb 8 4 . = e . 


 L. Id) I ı : ’ 2 2 


Es würde zu weit führen, diese interessante Figur in gleicher Aus- 
führlichkeit, wie die Hessesche Configuration zu untersuchen; wir begnügen 
uns daher damit, nur noch den Zusammenhang derselben mit der Curve 


dritter Ordnung nachzuweisen. 


$ 13. 
Zusammenhang der Configuration (12,, 16,) 3 mit der ebenen Curve dritt 
Wenn man aus der Configuration (12,,16,)B die neun Punkte 
mE 
rt 
. oo u 
herausnimmt, von denen je drei in einer Horizontalreihe und je drei in 
einer Verticalreihe stehende auf gerader Linie liegen, so erkennt man, dass 
sie eine Gruppe von neun associirten Punkten bilden, d. h. jede Curve 
dritter Ordnung, welche durch acht derselben geht, auch den neunten (noth- 
wendigen) Punkt der Gruppe enthalten muss. 
Nimmt man andererseits die neun Punkte 
a WE 
b, (4 
GG % 
heraus, so erhält man eine zweite Gruppe von neun associrten Punkten. 
Diese beiden Gruppen haben aber sieben Punkte gemeinschattlich: 
wERFE ER ie 
fügt man denselben die Punkte b, und a, hinzu, so wird durch diese neun 
Punkte nur eine einzige Curve dritter Ordnung ce‘ bestimmt, welche wegen 
der ersten Gruppe den neunten nothwendigen Punkt a, und wegen der 
zweiten Gruppe den neunten nothwendigen Punkt b, enthalten muss. Es 








& 
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liegen daher die elf Punkte 
Wan Er SE en a GE me Te 


auf einer und derselben c{”; dass auch der zwölfte Punkt c, auf ihr liegt, 
erkennen wir aus der Gruppe von neun assocürten Punkten 


RENNER NGERES TEE ER: EC dic. 12a N Hohe res Fe 
u . j RER? DEREN 5 
PN ” TEPER ı Se Da ee I 2 a ee 2, 


5 b «4 

U ge 

a a 
Wir schliessen also: 





Die 12 Punkte der Configuration (12,,16;)B liegen auf einer Curve 
dritter Ordnung c‘”. - 

Legt man durch diese c{” die beiden Geraden b,sa, und «ba, . 
so müssen nach einer bekannten Eigenschaft der Curven dritter Ordnung 
die Verbindungslinien |c,b,|, |5b,) und die Tangente in a, der ec!” in drei 
neuen Punkten begegnen, welche wieder auf einer Geraden liegen; da nun 
die Gerade c,b,| der ec” in a,, und die Gerade |c,b, der c‘” auch in a, 
begegnet, so muss die Tangente in a, mit der Tangente in a, einen auf 
der ci” liegenden Schnittpunkt haben, d. h. die beiden Tangenten der Curve 
in a, und a, haben denselben Tangentialpunkt auf der c{”. Dieses ist der 


neunte nothwendige Punkt zu den acht: 





b, g Aı 
4b a 
163 (> E36 


unter welchen a, und a, doppelt auftreten, also die Verbindungslinien |a,a, 
und 'a,a,, Tangenten der ce’ in den Punkten a, und a, sind. 
In gleicher Weise ergiebt sich aus dem Schema 


u 
G: D  % 
U N; Pe 


dass auch die Tlangenten in a, und a, denselben Tangentialpunkt haben. 
Dagegen zeigt uns das Schema 
u M 
Be 


- 


Q; A; . 





BEN. 





er ee ee BEN EREAEET, 
NEE a pe ine Varia, SD Bea en aa ee 5 2 ik nn a 


Schroeter, die Hessesche Configuration (12,, 16,). 307 


dass der Tangentialpunkt zu a, mit dem dritten Schnittpunkt von a,a, und 
der c{” zusammenfällt, und ebenso zeigt das Schema 


ok 
C; b, Q; 
Q; (> Ei 


dass der Tangentialpunkt zu a, mit dem dritten Schnittpunkt von |a,a,| und 
der ce zusammenfällt.e Wir haben also das Resultat: 

Die vier Punkte a,0,0;a, liegen derartig auf der Curve c\’, dass a, und 
a, denselben Tangentialpunkt haben, welcher der dritte Schnittpunkt der Ver- 
bindungslinie |a;a,| und der Curve c\’ ist, und dass a, und a, denselben Tan- 
gentialpunkt haben, welcher der dritte Schnittpunkt der Verbindungslinie \a,a;| 
und der Curve ce) ist. 


In gleicher Weise zeigt sich, wenn wir bezeichnen durch 


A, den dritten Schnittpunkt von Ja,a,| mit der c‘” 


(u - - - - u - - - 
I» - - - bb) - - - 
b, - - - - bb - - - 
6“ - - - Joel - - - 
Ho - - - - Is4| - - - 


dass a,;, der gemeinschaftliche Tangentialpunkt für a, und a. 


a ® 5 Ze 
. b,, * “ , ” b, F b, 
- bn - " ’ - bb - 
ee kn > „ se 
Dee P z ei en 


ist. 

Da a, und a, denselben Tangentialpunkt haben, so sind sie ein Paar 
eonjugirter Punkte der ce“ für eines der drei Systeme derselben. Da aber 
ein Paar conjugirter Punkte eines Systems von einem beliebigen Curven- 
punkte auf die Curve projieirt immer wieder ein neues Paar conjugirter 
Punkte desselben Systems liefert, so sehen wir aus der Tabelle der drei 
in desmischer Lage befindlichen Vierecke (S. 303), dass auf der e\ folgende 
sechs Paare conjugirter Punkte einem und demselben Systeme angehören: 
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a, und Q,, a, und a, 
ae War We ® : 
et . ; nl 4 

weil aber der gemeinschaftliche Tangentialpunkt zweier eonjugirten Punkte : 

und der dritte Schnittpunkt ihrer Verbindungslinie und der Curve bekannt- i 

lich allemal auch ein Paar conjugirter Punkte ist, so erhalten wir auch r 

die drei Paare conjugirter Punkte: v 

Ad und Ay \ 
b.. 5 b;, a 
(2 7 E 


Diese sechs Punkte liegen zu je dreien auf vier Geraden, d. h. sind 
die sechs Ecken eines vollständigen Vierseits, welches der c‘* einbeschrieben ist. 


Denn aus den Schematen, welche Gruppen von je neun associrten 
Punkten bilden: 


re u. 5 a Bi ir 
1, b bu, GG 6  % (y BB Bi 
GG GG (za dl A (Ay b, b, b;; 5 a iu 


folgen die vier Geraden: 
la12b3403,| 1D,203403,| 612034 B;4| lanbi2Cı2|. 

Bekanntlich wird durch den Process der Vierseits-Bildung allemal 
aus zwei Paaren conjugirter Punkte einer c{” ein drittes Paar derselben 
abgeleitet. 

Die sechs Paare conjugirter Punkte: 


a, und a,. a, und a, 
bb, - b, un 
C; = (), (3 > (4 


stehen aber in der eigenthümlichen Verbindung mit einander, dass aus ihnen 
nur drei neue Paare eonjugirter Punkte hervorgehen, während die übrigen 
noch zu bildenden Paare in einander übergehen; die drei neuen Paare sind: 
. \ a ee et ae 
(4,0) =t, (db,bb)=y, (46,6) = hı 


Y, und v,, y, und ),, 3, und 3, welche demselben Systeme conjugirter Punkte 
angehören. 





en REN ERESOTENT 
VESRRETS a e Seare ardl 


BE a ER, 


NETTER 
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Sie hängen mit den drei Paaren 
Ad, und a,. 5b. und b,. c. und c, 


in folgender Weise zusammen: 
Aus den Gruppen von acht Punkten geht der neunte nothwendige 


hervor 


Q, b, (3 dA, 1 13 
Erin :& (; ; 6; 
T, U), (> T, U, (12, 


folglich ist 

KY,tdı) = Ce 
und ebenso 

(t, ), . I, y:) — (34 


(t, Ars Io 31) — b,. 
(X, Jı, tr 32) .. b;; 
(Yıl; Y 31) = (Rn 


| (Yı3ı, Ya3e) = (ys 

woraus denn folgt, dass sich je drei Gerade: 
9%) InYı) Jüo| in einem Punkte schneiden 
Itıyı! 
It32| Il [bıb: 


L, y>| 6; ii; * - - - 





3) Ir%| Ib5b% 
IY23ı| Jam] 
Yı3ı! Iu%1| lasa, 


und dass die sechs Punkte r,9,3.1:9:%, auf einem Kegelschnitt liegen, 





$ 14. 
Ein besonderer Fall der Configuration (12,, 16;) 3, welcher auf die AZurwitzsche Figur führt 

Wir können unsere in $ 12 gegebene Construction so modifieiren, 
dass auch die zuletzt gefundenen neuen Paare conjugirter Punkte r, und r,. 
y, und Y;, 3, und 3, fortfallen und dadurch der Process der Vierseitsbildung 
einen Abschluss gewinnt, indem aus sechs Paaren conjugirter Punkte von 
besonderer Lage sich keine weiteren Punkte-Paare der ce‘) ableiten lassen. 
worauf Herr Hurwitz (a. a. O.) zuerst aufmerksam gemacht hat. Dies tritt 
ein, wenn wir, anstatt von den beiden perspectiv liegenden Dreiecken aus- 

Journal für Mathematik Bd. CVIII. Heft 4. 40 
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zugehen 





jedes dieser beiden Dreiecke in eine Gerade degeneriren lassen. 

Wir bringen also drei Punkte b,b,b, einer Geraden mit drei Punkten 
(‚&6; einer zweiten Geraden in perspective Lage; dann erhalten wir das 
Pascalsche Sechseck für einen in ein Linienpaar ausgearteten Kegelschnitt 


UT DE ne 
für welches die Schnittpunkte gegenüberliegender Seiten 
Bd), (Bd) (Ba, de) 

auf gerader Linie liegen müssen. Da nun der dritte Schnittpunkt der Ge- 
raden ja,a,| mit der Curve c” der Punkt a, war ($ 13 S. 307), so wird in 
diesem besonderen Falle 

VEAn, 
und da der conjugirte Punkt zu a, der Punkt a;,, zu a, aber a, ist, so folgt 

a PA 
a, und a, haben aber den gemeinschaftlichen Tangentialpunkt a;,, folglich 
ist dieser Punkt a, Tangentialpunkt für die beiden Tangenten in a, und a;; 
die beiden Paare conjugirter Punkte a, und a, a, und a, bilden also in 
diesem besonderen Falle ein degenerirtes Vierseit: 


1,d;3d, AA4d: 0,0403 | 0302], 
bei welchem die beiden Seiten 
u Em UM| 


identisch zusammenfallen, und es folgen aus demselben keine neuen Paare 
conjugirter Punkte. Ebenso wird, da b,b,b, in gerader Linie liegen: 


,=b., eb, Ben, BES 
also bilden auch die beiden Paare conjugirter Punkte 6b, und b,, b, und b, 
ein degenerirtes Vierseit: 
bb6,6,| 16:56,| 6,6562] |b2b5B,|, 
bei welchem die beiden Seiten 
Ib,b;b,| = |b,b; b;| 


identisch zusammenfallen, und ebenso bilden die beiden Paare conjugirter 
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Punkte c, und c,, c; und c, ein degenerirtes Vierseit: 


rn 
ICa(l4(la|, 





Icıczcı| DIA 1656 
bei welchem die beiden Seiten 

Io5G4| = |uße| 
identisch zusammenfallen. 
Yıdaz 3132 ($ 13) in diesem besonderen Falle fortgehen oder vielmel 
den früheren Punktepaaren zusammenfallen. Der Process 


Bildung hat also bei diesen besonderen Punktepaaren: 


a, und a,, Ad, und a,. 
b, u b,. b, ” b,. 
C; = (), (3 ei (4 


Wir sehen hieraus, dass die Punktepaare 





Br. 


ır mit 


der Vierseits- 


einen Abschluss erreicht und gestattet keine weitere Bildung neuer Punkte- 


paare. 
witz (a. a. 0.) gegebene bei leichter Abänderung der Bezeichnung: 
Man nehme drei Punkte b,b,b, einer Geraden in perspeetiver 
mit drei Punkten c,c;c, einer zweiten (reraden, so dass sich 
6cl bc] bc 
in einem Punkte a, schneiden, bestimme die Schnittpunkte: 
6,8 )=n; (d26,b;C,) 
(A,Cı, ,65)=d;; (a,b,, A; 3) 


=: (d,0, dt) =; 


(4, 
dann müssen auch, wie oben bewiesen ist, 


I|b;6,| abc, 


auf je einer Geraden liegen, und wir haben die Öonfiguration (k'.) (S 


in einem besonderen Falle; die sechs Paare conjugirter Punkte einer 


a, und a.. a, und a,. 
b, 4 5. b; y b,. 
C, “ (3, (3 “ (4 


Die Construction solcher sechs Punktepaare ist die von Herrn Hur- 


Lage 


‚ 301) 


c®) 


befinden sich in der eigenthümlichen Lage, dass sie durch den Process 


(3) 


der Vierseits-Bildung keine neuen Punktepaare der Curve c! 


sondern die alten immer in einander übergehen. 


mehr liefern, 


Diese eigenthümliche Lage der sechs Punktepaare lässt sich nun 


noch näher charakterisiren. 


Da nämlich a, und a, conjugirte Punkte der 


ec) sind, also denselben Tangentialpunkt haben müssen und der Tangential- 


40* 
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punkt zu a, der Punkt a,=a, ist, so ist a, auch der Tangentialpunkt zu 


a,; wenn aber ein Punkt einer Curve dritter Ordnung mit seinem Tangential- 
punkt zusammenfällt, so ist dies ein Wendepunkt der Curve; also ist a, 


ein Wendepunkt; aus gleichem Grunde sind b, und c; Wendepunkte der 


c®’, mithin 


die drei in gerader Linie liegenden reellen Wendepunkte der Curve dritter 


Ordnung c‘” und a;b;c, die conjugirten Punkte zu denselben in einem der 
drei Systeme. 


Breslau, April 1891. 
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Ueber die sogenannten vollständigen Systeme von 
homogenen linearen partiellen Differentialgleichungen 
erster Ordnung. 


(Von Herrn Friedrich Schur in Dorpat.) 


Wenn ich im Folgenden auf ein Thema, welches schon oft be- 
handelt worden ist”), auf die Integration der sogenannten vollständigen 
Systeme von homogenen linearen partiellen Differentialgleichungen erster 
Ordnung, von Neuem eingehe, so sind dabei zwei Gesichtspunkte massgebend 
gewesen. Erstens schien es mir von Interesse, die allgemeine analytische 
Natur der Lösungen eines solchen Systems direet ohne Eingehen auf die 
eigentlichen Integrationsmethoden zu untersuchen, zumal diese Methoden 
keineswegs immer als wirkliche Vereinfachung des Problems betrachtet 
werden können. Dies ist in $ 2 durch Entwickelung der Lösungen in Po- 
tenzreihen geschehen; hierbei machte nur die Berücksichtigung der Integra- 
bilitätsbedingungen Schwierigkeiten, deren Ueberwindung nicht ohne einen 
Kunstgriff gelang. Zweitens aber kam es mir darauf an, die Integration 
des Systems mit Hülfe eines Systems gewöhnlicher Differentialgleichungen 
auf ihren wahren Grund zurückzuführen, der darin liegt, dass mit einem 
solchen Systeme stets mindestens eine T'ransformationsgruppe verknüpft ist. 
Wenn sich hierbei auch keine neue Integrationsmethode ergiebt, so gewinnt 
man bei dieser Auffassung sicher den Vortheil, dass sich nach Integration 
der gewöhnlichen Differentialgleichungen eine Elimination als überflüssig 
erweist; die so gewonnenen Funetionen liefern unmittelbar die Lösungen 
des vollständigen Systems. Diese Untersuchungen sind in $ 3 durchgeführt 


*) Was die reiche Litteratur über diesen Gegenstand betrifft, so kann man sich dar- 
über orientiren z.B. in Mansion, Theorie des equations aux derivees partielles du premier 
ordre, Paris 1575. S. auch Theorie der Transformationsgruppen unter Mitwirkung von 
Dr. Friedrich Engel, bearbeitet von Sophus Lie, Leipzig 1588 u. Goursat, Lecons sur 
integration des equations aux derivees partielles du premier ordre, Paris 1801. 
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worden und zwar ohne Voraussetzung von Sätzen aus der Theorie der Trans- 
formationsgruppen. In derselben Tendenz sind in $ 1 bekannte Sätze über 
vollständige Systeme kurz begründet worden. 


$1. 


Definition der vollständigen Systeme. 


Zur Bestimmung einer Funetion: 
(1.) = f(2,0,.,2,)=fl®) 


seien qg (<{n) homogene lineare partielle Differentialgleichungen erster 
Ordnung: 


n oO j 
(2.) Ä,3 = 5 5) kn — () (ü=1, 2, ..., 9) 
b=1 Ox% 


gegeben, wo die (x) analytische Funetionen von &,, &, ..., z, sein 
mögen, welche in der Nähe einer gewissen Stelle #,=c, den Charakter 
rationaler Funetionen besitzen. Wir können dann voraussetzen. dass nicht 
sämmtliche g-gliedrigen Determinanten der Matrix: 


(3) 
identisch verschwinden; denn sonst könnten obige Gleichungen durch ein 
System von s (<Zg) Gleichungen ersetzt werden, für welches nicht mehr 
die sämmtlichen s-gliedrigen Determinanten der analogen Matrix ver- 
schwinden. 

Es ist klar, dass jede Function z= f(x), welche das System (2.) 
befriedigt, wofern es überhaupt eine solche giebt, auch den folgenden Glei- 
chungen genügt: 

| (X,A,) = A, (A,2)—-A,(A,2) 
aa ET ar SEa DIE ae 


Ss, 





Unter diesen 4g(g—1) Bee befinden sich nun entweder solche, 
welche von den Gleichungen (2.) unabhängig sind, oder es giebt keine 
solehe unter ihnen, d.h. es verschwinden alle (g-+1)-gliedrigen Determi- 
nanten derjenigen Matrices, welche durch Combination der Gleichungen (2.) 
mit irgend einer der Gleichungen (4.) entstehen. In letzterem Falle lassen 
sich also Funetionen ;,(x2). welche rationale Functionen der (x) und 
ihrer ersten Ableitungen sind, so bestimmen, dass: 








(8.) 


0% 
nn 


ist, d.h. unabhängig von den Werthen der Ep 


Im ersten Falle dagegen füge man zu den Gleichungen (2.) so viele 
von den Gleichungen (4.) hinzu, dass ein (g+g,)-gliedriges System: 


nm 


N 
(6.) Y.»= 3 n(e)— 
b=1 © 


[A 


“ =) (a=1,2,.... g+9) 
entsteht, für welches nicht sämmtliche (g-+gq,)-gliedrigen Determinanten der 
zugehörigen Matrix verschwinden; hier sind die (x) offenbar Funetionen 
derselben Art wie die &(z). 

Mit dem ‘Systeme (6.) können wir in derselben Weise verfahren, 
und wir werden so fortfahrend schliesslich auf ein r-gliedriges System 
kommen, welches vermöge desselben Processes zu neuen Gleichungen 
nicht mehr führt. Hierbei kann nur der Fall in Betracht kommen, dass 


® . y .o ( % . 
r<Zn ist: denn im entgegengesetzten Falle müssten alle — ‚_ verschwinden, 
Us 


die gesuchte Function 3 = f(x) könnte also nur einer Uonstanten gleich sein. 

Ist aber r<(n, so werden wir zeigen, dass das System durch »—r 
unabhängige Funectionen befriedigt wird. Ein solches System nennt man 
ein vollständiges und definirt dasselbe folgendermassen. 

Das System (2.) von q homogenen linearen partiellen Differentialglei- 
chungen erster Ordnung wird ein q-gliedriges vollständiges System genannt, 
wenn erstens nicht alle g-gliedrigen Determinanten der Matrix (3.) identisch 
verschwinden, und wenn zweitens Identitäten von der Form 

Dann gilt zunächst der folgende Satz: 


(9.) bestehen. 


Bilden die Gleichungen (1.) ein vollständiges System, so gilt dasselbe 
von den Gleichungen: 


(7.) Z3s = Zwi(a)X.3 a1... 9), 
=} 


sobald die Determinante |w:(x)| nicht identisch verschwindet. 
In der That finden wir: 


7 \ \/ R: r wuaRN ar 3% > 1/ \y\ - 
(2, 2) = 2 WIIW@)CK, KI+HUEDIK U) Ye) KU) Ar 5], 


/ 


woraus durch Einsetzen der sich aus (7.) ergebenden Ausdrücke der X,z 
durch die Z,» der Satz folgt. 
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Wir werden hiernach auch ein vollständiges System, welches dem 
gegebenen äquivalent ist, erhalten, wenn wir dasselbe nach g von den 


Differentialquotienten RN auflösen, also etwa das System bilden: 


Or; 
0% ee 0% w ai ö 
(8.) or, Tu, (€) Om a 2,3 = 0 G=1,2.9), 


wo die (x) Funetionen derselben Art sind wie die &(x), sodass wir die- 
selben bei geeigneter Wahl des Nullpunktes als gewöhnliche Potenzreihen 
der &,, 2%, ..., z, voraussetzen dürfen. Sollen diese Gleichungen ein voll- 
ständiges System bilden, so muss sein: 


(9) (Z,Z)=0. 


Denn in diesen Ausdrücken kommt, wie man aus Formel (4.) erkennt, 


- 
r 


keiner der Differentialquotienten 5, für ag vor; sollen daher alle (g+1)- 


gliedrigen Determinanten derjenigen Matrix verschwinden, welche durch 
Zusammenstellung der Gleichungen (8.) mit einer Gleichung von der Form: 


entstehen, so müssen die £,(x), welche selbst solche Determinanten sind, 
verschwinden. Wir erhalten daher den Satz: 

Die Gleichungen (8.) bilden dann und nur dann ein vollständiges 
System, wenn Identitäten von der Form (9.) bestehen. 


8 2. 
Integration eines vollständigen Systems durch Potenzreihen. 

Um zu beweisen, dass es, falls die Identitäten (9.) erfüllt sind, stets 
eine Function z= f(x) giebt, welche die Differentialgleichungen (8.) be- 
friedigt und ausserdem für = m=..=r,=0 einer beliebig vorgege- 
benen Potenzreihe p(z,.1, ...,2,) gleich wird, schlagen wir zunächst einen 
ganz directen Weg ein, indem wir die Coefficienten einer solchen Potenz- 
reihe 3= f(x) zu berechnen suchen und hierauf ihre Convergenz darthun. 
Ist qg=1, so ist ja unmittelbar klar, dass man die Coeffieienten der Ent- 
wickelung von 3=f(x) der Diiferentialgleichung (8.) gemäss so bestimmen 
kann, dass dieselbe für x, = 0 einer beliebig gegebenen Potenzreihe 
P(Xay...,2,) gleich werde; die Convergenz dieser Reihe untersuchen wir 
später. Ist aber qg=2, so ist es schon schwer, unmittelbar zu erkennen, 
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dass sich für ( =) aus beiden Gleichungen derselbe Werth ergiebt; 


noch viel La a für die Coefficienten der Glieder höherer Ord- 
nung. Wir schlagen daher, um einzusehen, dass die Identitäten (9.) die 
vollständigen Integrabilitätsbedingungen sind, den folgenden Weg ein, in- 
dem wir uns des leichteren Verständnisses wegen zunächst auf den Fall 
q= 2 beschränken. 

Mit den Gleichungen (8.) oder: 


(10.) 2 (ze) = —=Z3 =, 
0% n 02 
(11.) Er -& (€) Fr Z,3 = 0 
besteht zugleich auch die folgende: 
(12.) Z,(Z,3) = Z,(Z.3) 


Wir können aber auch umgekehrt sehen, dass, wenn eine Potenzreihe 
3= f(x) der Gleichung (12.) genügt und zugleich für ©, = 0 der Gleichung 
(10.) und für &z,=0 der Gleichung (11.), dass sie dann die Gleichungen 
(10.) und (11.) auch für alle x, in der Nähe des Nullpunktes befriedigt. 
Von einer Function 3=Z,(f(x)), welche der Gleichung (11.) genügt und 
für 2, =0 verschwindet, verschwinden nämlich auch alle Ableitungen für 
&,=0, sodass die Entwiekelung dieser Funetion nach Potenzen von «, 
lauter verschwindende Coeffieienten enthält; diese Function ist daher von 
x, unabhängig und zwar gleich Null, weil sie für ©, = 0 verschwindet. 
Ebenso beweist man auf Grund der zweiten Form von (12.), dass z=f(z) 
auch der Gleichung (11.) genügt. Durch die Festsetzung, es soll eine 
Function 3=f(z) 1) der Differentialgleiehung zweiter Ordnung (12.) ge- 
nügen, 2) der Gleichung (10.) für ©, = 0, 3) der Gleiehung (11.) für x; = 0 
und 4) für = 20,=0 der beliebig vorgegebenen Potenzreihe y(r;..... x, 
gleich sein, sind aber die Entwiekelungscoefficienten von f(x) gerade und 
auch ohne überflüssige Gleichungen vollständig bestimmt. Die letzte, Be- 
dingung leistet dies nämlich für die Coeffieienten derjenigen Glieder, welche 
weder x, noch x, enthalten, die dritte für diejenigen, welche wohl r,. aber 
nicht x, enthalten, die zweite für diejenigen, welche x,, aber nieht x, ent- 
halten, die erste Bedingung endlich für alle übrigen Glieder. Denn (lei- 
chung AR, hat die Form: 


. Er 0’2 | ı 093) 
+2,(x) — +4(e®) +1, . 


AI Or, ( IT, OU TC F Op L ‚ . O.2s 


(14.) - = 2190) 


3 Era 
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Hiermit ist also gezeigt, dass die genannten Bedingungen die Entwicke- 
lungsecoefficienten einer Function 3= f(x) nach Potenzen der x, gerade und 
ohne Widerspruch bestimmen, weil sie zur Berechnung jedes Coefficienten 
gerade nur eine Gleichung liefern. Hierbei sind die Coefficienten pter 
Dimension dargestellt als ganze Funetionen der Coefficienten bis zur pten 
Dimension von (X, ...,x,) und der Coeffieienten bis zur (p—1)ten Dimen- 
sion der &;(x) mit ganzzahligen positiven Üoefficienten. 

(Ganz ebenso kann man in dem Falle von g Gleichungen verfahren. 
Man kann dieselben wiederum durch die folgenden Bedingungen vollstän- 
dig ersetzen. Es soll eine Function z= f(x) bestimmt werden, welche 
erstens die Gleichung: 


(15.) 2,(Z,(Z,(...(Z,_,3)) = 0 


erfüllt, wo die a, @, Aa, ».., A,_, die Zahlen 1, 2, ..., q in irgend einer 
Reihenfolge sind, welche zweitens die Gleichungen: 


(16.) Z,(Z,(2,(...(Z_,2)) = 0 

für 2,=0 erfüllt, drittens die Gleichungen: 
(17.) 2,(2,0..(Z_,3)) = (0 

für ,=2,=0 us f, welche endlich die Gleichungen: 
(18.) Z,3 = 0 


erfüllt, wenn alle z,, &,, ..., x, verschwinden mit Ausnahme von z,, wo- 

bei zu bemerken ist, dass den Identitäten (9.) gemäss die linken Seiten 

aller dieser Gleichungen unabhängig sind von der Reihenfolge der Indices a.. 
Grenügt nämlich eine Function: 


u Z,(2,0..(Z,_,(f®))) 
der Gleichung (18.), und verschwindet dieselbe für x&,= 0, so beweist man 
wie oben, dass sie für alle x, in der Nähe des Nullpunktes verschwindet. 
Hiermit wäre bewiesen, dass die Function 3= f(x) die Gleichungen: 
(19.) Z,(2,(2.(...(Z,_,3)) = 0 
erfüllt. Nun schliessen wir weiter: Genügt eine Function: 
5 = Z,(2,(...(Z_,3)) 


der Gleichung (18.) und verschwindet sie, sobald = 2, ‚,=0, so ver- 


1 


schwindet sie auch, wenn z,_,= 0 und alle übrigen x, beliebig sind. Nun 
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genügt aber dieselbe Function auch der Gleichung: 
2, = 


ER 
für beliebige x,, also verschwindet sie auch für beliebige x. So kann 
man beweisen, dass die Gleichungen (17.) für beliebige x, erfüllt sind, so- 
bald die Indices a, Q;, ..., Q,_ı 
Reihe 1, 2, ..., g bedeuten, und erkennt so weiter schliessend, dass eine 
Funetion z= f(x), welche die obigen q Systeme von Bedingungsgleichungen 
erfüllt, auch unserem vollständigen Systeme (8.) für beliebige x, genügt. 
Fügen wir nun wieder die Bedingung hinzu, dass für 


irgend g—2 verschiedene Zahlen aus der 


Tı == TC, n 00, Si T, = () 


x 


die Function z= f(x) einer beliebig gegebenen Potenzreihe p(z,;1, ..-, 2, 
gleich werde, so sind hierdurch und durch die q Systeme von Bedingungs- 


gleichungen die Coefficienten der Entwickelung von z=f(r) 


cerade und 
ohne Widerspruch bestimmt; denn es ergiebt sich zur Bestimmung jedes Coeftfi- 
cienten eine und nur eine Gleichung. Genau wie oben ist jeder Coeffi- 
cient pter Dimension eine ganze rationale Function der Üoefficienten bis zur 
pten Dimension von P(X,;1,...,X,) und der Coefficienten bis zur (p—1)ten 
Dimension der (x) mit ganzzahligen positiven Coefficienten. 

Um endlich zu beweisen, dass die so bestimmte Potenzreihe wirk- 
lich einen endlichen Convergenzbezirk besitzt, wenden wir das bekannte 
Verfahren an. Wir beweisen, dass die so entstehende Reihe noch conver- 
girt, wenn wir alle Coefficienten von p(z,;,.....2,) sowohl als von den 
C;(x) durch Grössen ersetzen, die dem absoluten Betrage nach grösser sind. 
Hierbei muss allerdings die Voraussetzung gemacht werden, dass diese 
Coeffieienten sämmtlich unterhalb einer endlichen Grenze liegen. Sollte 
indessen diese Voraussetzung nicht erfüllt sein, so kann man dieselbe dureh 
Einführung neuer Veränderlicher mit Hülfe der Substitution: 


Tr. = 0.Y:; . 
wo o. kleiner ist als der gemeinsame Convergenzradius r, aller dieser 
Reihen in Bezug auf x,, jederzeit realisiren. 

Ersetzen wir nunmehr die genannten Coefficienten durch eine Grüsse 
g, unter welcher alle ihre absoluten Beträge liegen, so hätten wir eine 
Function zu bestimmen, welche die Gleichungen: 
03 03 03 4 
En (3 era de gr ) (1-2, )(1-2,)...(1—z,) 


F 


41* 
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erfüllt. Diese bilden jedoch kein vollständiges System; man sieht aber 
leicht, dass die Coefficienten der Potenzreihen, welche hierin auftreten, 
kleiner sind als die Coefficienten der in dem folgenden Systeme auftreten- 
den Reihen: 





ü 0% 03 0% g 
(20.) —— = (4 — ++ Be) 2 se ee re 
rw Ofg+1 02,7 1-2, —2,— + —2,)(l-2941 29422) 
Hierzu kommt die Bedingung, dass für == =z,=0 
ERDE 
1—2,411— + — az, 


werde. Hier haben wir ein vollständiges System, wie man auch direet 
daraus erkennt, dass eine Function, welche diese Gleichungen erfüllen soll, 
eine Funetion von =, +2%+--+z, und y=z,.,+'"+z, allein ist, wo- 
durch das System (20.) in die einzige Gleichung: 


(21.) 02 __ © (n—g)9 


en) 
übergeht. Soll eine Function z= y(z, y) diese Gleichung erfüllen und für 


: 4 
?—( zz 
T 0 ın | y 


yA=y)’+2(n—g)glognat (1—x) 

Es kann daher g(x,y) in eine nach Potenzen von x und y fortschreitende 
Reihe mit einem endlichen Convergenzbezirk entwickelt werden, a fortiori 
also auch die Function z= f(x) in eine nach Potenzen von &,, &:, ..., , 
fortschreitende Reihe mit einem endlichen Convergenzbezirk. 

Wir haben hiernach auf dem directesten Wege den folgenden Satz 
bewiesen: 

Das vollständige System (8.), in welchem die S;(x) gewöhnliche Potenz- 
reihen von &, ..., z, sind, kann stets durch eben eine solche Reihe 


übergehen, so ist sie vollkommen bestimmt und hat die Form: 





2 = f(r,,...,@,) befriedigt werden, welche für == '"=x2,=( einer be- 


liebig vorgelegten Potenzreihe p(&,;1,:.:, 7.) gleich wird. 

Für das ursprüngliche System (2.) kann hieraus ein entsprechender 
Satz abgeleitet werden, der indessen allerlei übrigens nahe liegende Restric- 
tionen erfordert. 
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N, 
Integration des vollständigen Systems mit Hülfe eines Systems gewöhnlicher Differentialgleichungen 


erster Ordnung. 

Wenn der eben bewiesene Satz auch einen meist ausreichenden Auf- 
schluss über die allgemeine analytische Natur der Lösungen eines voll- 
ständigen Systems giebt, so wird es doch in vielen Fällen nützlich sein, 
andere Mittel zur Herstellung dieser Lösungen kennen zu lernen, als die 
praktisch selten anwendbare Entwickelung in Potenzreihen sie bietet. 

Hierzu führt uns am schnellsten die Bemerkung, dass ».g Fune- 
tionen 0 (£,,...,2,), welche die Identitäten: 


: "(0ol&) ; 0, (X 
(23.) Ze > 1. ) (2) — j L ) 0” (x), — () (b, ti Bin ü ] - %) 
c—=1 Or, ( T. . 


befriedigen, eine T'ransformationsgruppe besonders einfacher Zusammen- 
setzung bestimmen, durch welche jede Lösung des vollständigen Systems: 


(24.) Era) 2 = 0 BEAAR TR 
+ c 


/ 
cz=] 


in sich selbst übergehen muss; die Functionen dieser Gruppe, welche sich 
durch Integration gewöhnlicher Differentialgleichungen finden lassen, liefern 
uns dann die gesuchten Lösungen ganz von selbst. 

Um diese Untersuchungen ohne Voraussetzung irgend welcher Sätze 
aus der T'heorie der Transformationsgruppen durchführen zu können, gehen 
wir von denjenigen partiellen Differentialgleichungen aus, welche die 
Funetionen: 


Be A ner ME) 
unserer Transformationsgruppe bestimmen, und leiten aus ihnen alles Nöthige 


direet ab. Diese Differentialgleichungen sind: 


* we 
(25.) Bra o(f(z; u). 
woraus durch die weitere Festsetzung, dass f,(z;u) für „su =- = u=(0 


in x, übergehen soll, die Functionen f,(x;«) als gewöhnliche Potenzreihen 
der x, und a, bestimmt sind, falls die o)(x) als solche Potenzreihen ge- 
2. s 
geben sind *). 
Sollen nämlich die Gleichungen (25.) erfüllt sein, so müssen gleich- 


zeitig auch alle höheren Differentialquotienten der f,(z;u) nach den «, als 


*) Vergl. Bouquet, Sur liintegration d’un systeme d’equations etc. Bulletin des 
sciences math. par Darboux t. III. p. 265. 
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Functionen der f.(z;u) allein ausdrückbar sein; führen wir die Bezeich- 
nung ein: 


om zz; u ci, 
(26.) a RE "(f&; u), 


Ous, dus... ‚Du. 





nm 


so geschieht dies offenbar auf Grund der folgenden Recursionsformeln: 


” dor?» Pre: PRREER. | (f(x i u) 
am PR Preeeng Jen - SR, u a Wr ” Em 
2), a MET ET Tag RR 
Hier kommt es nur darauf an, zu zeigen, dass diese Gleichungen nicht im 
Widerspruche mit einander stehen, d. h. dass: 


dm- Rn bi dal "3 Dn—2 "m (2) nd 
as) 3° ED — a) 


( 





Führen wir hierin für o,””"""'(z) den Werth nach Formel (27.) ein, so 
geht KR über in: 


n Ta Wi 2 ?(z) (0: ka (2) 0, il). 0 ‚n-1(2)o, ”(z)) 


Pen 
b,, 
00,” Om "@) do, 7® (x) 


A 0" (& ya m om 1(g ))) = u: 


or, or, 








Nehmen wir daher an, die Gleichungen (27.) seien bis m—1 widerspruchs- 
los erfüllt, so ergiebt sich aus den Identitäten (23.) dasselbe auch für m; 
diese Identitäten erweisen sich hiernach als die nothwendigen und hinrei- 
chenden Integrabilitätsbedingungen des Systems (25.). 

Nunmehr können wir auch die Existenz von Lösungen dieses Systems 


nachweisen. Bezeichnen wir nämlich mit =r f(x; u) den Complex der 


Glieder mter Dimension in f(x; u), so ergiebt sich aus (27.): 


- 9 @; u) 
2) EN Wr), 
wo 
(30.) ’(&; sw) = = Zot(a)u. 


Nehmen wir daher an, dass die Öoeffieienten der o°(z) sämmtlich ihrem ab- 
soluten Betrage nach unterhalb g liegen, so ergiebt sich leicht, dass 


f: 


n”"- —] g” u 


ayr— 3 








..(2m—5) AZ 


wo 








2= at m|+--+]e, 


und „= |uw|+la+-+la,|, 
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also: 


Bi l—z Zngu 
ha; u)- z,| < er nah - )- 


(1—x)’ 
Aus den Formeln (29.) folgt ferner, dass die Funetionen 
2, = (a; ab. 
auch den gewöhnlichen Differentialgleichungen: 
’ G 
(31.) T = Zi@)a, 
genügen. Hat man daher aus diesen Differentialgleichungen und aus der 
Bedingung, dass z,= x, werde für {=0, die x, als Funetionen von z,, a; 
und £ bestimmt, so braucht man hierin, um die Funetionen f,(z:u) zu er- 
halten, nur «,t=u, zu setzen. 
Um nun die Gruppeneigenschaft dieser Functionen zu erkennen, be- 
merken wir, dass aus Gleichung (26.), wenn man darin erst „=, = -=u —0 
und dann wieder f,(z;e) für jedes x, setzt, folgt: 


(32.) of) _ "hlfea;o);0) 


005, 005,...006,, Oug, Ong,...Ous 9 


welche Gleichungen identisch sind mit den folgenden: 

(33.) f.@;e+u) = fifa; vo); u), 
worin die angekündigte Gruppeneigenschaft enthalten ist. 

Nunmehr ist es leicht, Funetionen herzustellen, welche bei den Trans- 

formationen dieser Gruppe unverändert bleiben. Unter den Gleichungen: 

(34.) fz;e) = 0 
muss es nämlich in Rücksicht auf (25.) und der Voraussetzung gemäss, 
dass die Gleichungen (24.) ein g-gliedriges vollständiges System bilden. 
sicher g solche geben, welche nach den e®,, ®,, ..., ©, auflösbar sind. 
Setzen wir voraus, dass etwa die g ersten Gleichungen ein solches 


System bilden, und bezeichnen mit w,(z), ..., w,(z) diejenigen Func- 
tionen, durch welche hiernach die v,, ®,, ..., e, vermittelst der =, darstell- 


bar sind, so sind die Funetionen: 

(35.) , = fi(z; w()) ( 
die gesuchten Invarianten. Denn aus (34.) folgt: 

(36.) (fa; W); w(f(a; w))) = fı(z; u+w(f(e; u))) = 0 
also: 

(37.) v.(f(z;u)) = w,(z)- u: 
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es wird daher wirklich: 

(38.) ff; wW; w(flz;w)) = fla; we) lat 2225207 
Differentiirt man diese Gleichung nach «, und setzt nachher „== -=u,=(, 
so ergiebt sich unmittelbar, dass die Functionen (35.) das vollständige System 
(24.) befriedigen. Da ferner die Gleichungen (34.) für, =, ==», = 
in @2,=0 übergehen, so sieht man, dass umgekehrt die Functionen w,(=) 
für =; =.-=z,=0 verschwinden, die Functionen z, also in m, über- 
gehen. Es ist daher: 

s = plfarıla3 vo), ».., la; wee))) 
eine Lösung des vollständigen Systems, welche für == -=z2z,=0 ın 
P(Z,41,:.-,2,) übergeht. Die zur Herstellung der Functionen (35.) i. A. 
nothwendige Elimination wird überflüssig, wenn wir das vollständige System 
als in der Form (8.) gegeben annehmen, also o\(z) = —1 oder 0 setzen, 
je nachdem a=b oder a>b, falls a=<g, dagegen o(2)=Ü(z), falls 
a>g. Dann wird: 

(39.) fı(z;uW) = U, 
falls a g, also: 

u = Be ea 
Wir erhalten so schliesslich das Resultat: 
Um das vollständige System: 


er 


03 < O% 
—— 10 BE Er (=1,2%,...9) 
Or, an ei, OX5 
zu integriren, integrire man das System gewöhnlicher Differentialgleichungen: 
dx; dx) dx! q 
IE Be q . a ai x rer ! Br 
= —q u = —ı4 = u rt )a (a=g+l,... n) 
dt oe SS ER ah )@ 


unter der Bedingung, dass x, in x, übergehe für t=0; sind: | 
yeah, ..., Ben all Beh, cr, eh) 
die so gewonnenen Functionen, so sind: 
Be Te a A az ee Me) (a=9+1, ....n) 
solche Lösungen des vollständigen Systems, welche für = m =" =r,=V0 
in resp. x, übergehen und bei allen Transformationen: 


' ! . 
ar Bet, ah; 
ihre Form behalten; diese Functionen bilden eine Gruppe, es ist nämlich: 
(u. 0, u, ha), lau); eo) = la; mtr, ...,w+®,). 














Ueber die Zeit und die Art der Entstehung der 
Jacobischen Thetaformeln. 


(Von L. Kronecker.) 


Die Entdeckung der zwischen Produeten von vier T'hetareihen be- 
stehenden Relation, welche durch die Formel (11.) auf 5. 506 des I. Bandes 
von Jacobis gesammelten Werken: 

A) Hu) ee) rg) I 
= IWW) EYE) HEHE) IlY)I, (2) 
(w—=4(w+r+vt2) x’ = tlwtr—y—:), 7 —=tlw—r+y—:) 2’= Ilw—r—n +2) 
dargestellt wird, bezeichnet eine Epoche in der Geschichte der T'heorie der 
elliptischen Funetionen; denn es ist damit für diese Theorie ein ganz neues 
Fundament gewonnen worden. Welche Bedeutung Jacobi selbst seiner Ent- 
deckung beigemessen hat, erhellt aus der Ueberschrift des der Entwicke- 
lung jener 'T'hetaformel *) gewidmeten Abschnittes in den von Rosenhain 
ausgearbeiteten Universitätsvorlesungen, noch deutlicher aus den Worten, 
mit welchen diese Entwickelung eingeleitet wird. Die Ueberschrift lautet: 
„Neues Fundamentaltheorem unserer 'Transcendenten“, und es heisst dann: 
„Wir hatten: 


i—=+n 


(q, 2) eg: P: gq’z — Se"! Hilogz = e 4logyg Ze e +logg 
=—a 


t ı 


(log 2)’ (?ilogg+logz)’ 


(log 2)? 

oder &(g, 2), multiplieirt mit e*”*, wurde dargestellt als die 
Summe von Potenzen von e, deren Exyponenten die Quadrate der 
Glieder einer nach beiden Seiten ins Unendliche sich erstreeken- 
den arithmetischen Progression sind. Multiplieiren wir solche Aus- 
drücke, welche dasselbe logg aber verschiedene logz haben, so 
werden die Exponenten unter dem Summenzeichen die Summen 
mehrerer Quadrate sein. 


*) Jacobi hat, so viel ich weiss, die Formel in keiner der von ihm veröffentlichten 
Abhandlungen, sondern nur in seinen Universitätsvorlesungen mitgetheilt. 
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Multiplieirt man daher vier solche Z, die denselben logg aber 
verschiedene logz haben, mit einander, so wird der Exponent 
die Summe von vier Quadraten. Diese Summe kann man be- 
kanntlich auch auf andere Art als Summe von vier Quadraten 
darstellen, und wir erhalten durch diese einfache Operation ein 
allgemeines 'Theorem, aus dem als specielle Fälle sowohl die 
Verbindung unserer Transcendenten mit den elliptischen Funetionen 
als auch alle Fundamentaltheoreme über die Addition der ellip- 
tischen Integrale der drei verschiedenen Gattungen folgen, auf die 
man durch künstliche und schwierige Integrationen gekommen war.“ 

Es erscheint hiernach von besonderem Interesse, dass sich der Ge- 
dankengang, welcher Jacobi zur Auffindung der "T’hetaformel geführt hat, 


verfolgen und auch der Zeitpunkt dieser Auffindung genau bestimmen lässt. 


0’ 
oO 
Ich habe schon in meinen „Bemerkungen über die Jacobischen 
T'hetaformeln“*) auf die Beziehungen hingewiesen, welche zwischen der 
oben eitirten T'hetaformel und den Formeln in Jacobis Aufsatz **) „Formulae 
novae in theoria transcendentium ellipticarum fundamentales“ bestehen. 
Unter diesen sind zwei als die wichtigsten herauszuheben, erstens die in 
dem eitirten Aufsatz mit (4.) bezeichnete Formel: 
op | sinam a sinam b--sin am a sin am (w-+a-+b)—sinam («-+.a) sin am (u--b) 
l= #sinamasinam bsinam usinam (u+a)sin am («+ b)sinam (u+a-+-b), 
und zweitens die mit (12.) bezeichnete: 
(C.) anne — 1+k sinamasinambsinamasinam (u--a--b). 
Jacobi sagt von der ersteren Formel: „Quae est formula nova, maximi 
momenti per totam theoriam funetionum ellipticarum‘, und er leitet daraus 
zuvörderst eine mit der letzteren inhaltlich übereinstimmende Formel (9.) 
ab, welche er als „formula nova fundamentalis“ charakterisirt. Erst dann 
gelangt er durch Veränderung der Bezeichnungen zu der Formel (C.) selbst. 
Nun geht aber auch umgekehrt die erstere Formel (5b.) aus der letzteren 
(C.) hervor. Denn wenn man die Function von a, b, u, welche durch 
Subtraetion des Ausdrucks auf der rechten Seite der Gleichung (B.) von 
dem auf der linken Seite entsteht, mit F(a, b, a) bezeichnet und diejenige 


*) Dieses Journal Bd. 102, S. 269. 
"") Dieses Journal Bd. 15, S. 199—204. Jacobis Werke, Bd. I, S. 335 —341. 
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Function von a, b, a, welche durch Subtraetion des Ausdrucks auf der 
rechten Seite der Gleichung (C.) von dem auf der linken Seite entsteht, 
mit P(a, b, u), so findet die Identität statt: 
F(a,b,u) = sinam (u-+a)sinam (u-+b)P(a, b, u) 
— sinamasinam(a+a+b)P(a, b, u-+-iK). 

Die beiden Formeln (B.) und (C.) sind daher vollständig äquivalent. 

Bei Anwendung der Bezeichnungen der Fundamenta nimmt die Glei- 
chung (C.) folgende Gestalt an: 
0) ( HCa)H(b) Hu) H'u+a+b)+ Ola) O(b)Ou)Olut+ar+b 

| = O0) Ila+a)Iu+b)Ia-+b). 


Nun ist es die Reihe: 


welche, je nachdem man für » alle positiven und negativen wngeraden 
Zahlen oder alle geraden Zahlen nimmt, die Function H{e) oder 9(e) dar- 
stellt. Die Gleichung (C’.) erscheint demnach bei Einsetzung der bezüg- 
lichen Reihen in der Form: 


(EC) 





(m, m. m. my N. 0, 0, m; 0, +1, +2... nem =enn, (mod. ?)) 
und Jacobi hat gewiss auch in dieser Form die Gleichung (C.) sehr bald, 
nachdem er sie aus der Gleichung (B.) abgeleitet hatte, direet verifieirt. 
Die einfachste und natürlichste Methode, welche sieh hierfür darbietet, be- 
steht in der Vergleichung der Exponenten von: 
ui bmi ein 
Wr. er 
auf beiden Seiten der Gleichung (C.). Hiernach müssen die Relationen 
erfüllt sein: 
nn, tn +: +0, = 2(m, tm, +m,-4-m,) (mod.4), 
nn, +, +n, = 4(m, 4m, +m,-+-m;), 


n,+n, = 2(m,+m;), tm = 2(m,+m,), nu+n; = 2(m,+m,), 


oder also die folgenden: 


42* 


| ui 
1 L 2z f 1 y l ‘ - r} = p f | | | I | \ 
55 (1,2904 n,+n,-4 n,), In tn? +n:+n;, „m (ur+a+ b)+n,a-+-n,b-+n,u) . 
(1) 1 >K 
NN, NN 
N Dig =. 2: “ f “ l f 5 vr i | \ 
4: o _ pm tm, +m,— m, m tm, +m,+m;, (m, (u b)+m,(u+a)+m,(a--b)) 
a 
Ib, Fils ta, IH 





IE 


h, 
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on, Hmtutmtm) = 2m, m-mtntn) = 2m, 
Ulm, +2, —n,+n,) = 2m, Im+tm+m—n,) = 2m,, 
in welchen die vier Ausdrücke links, wegen der Bedingung: 

wen z=m=—=n, (mod. 2), 
entweder sämmtlich gerade oder sämmtlich ungerade sind. Es muss des- 
halb ferner für je zwei, zu festen Werthen von: 


n,.+n, + n,+n;, Nut 2%, N, N;, N,-+ N; 


gehörige Systeme von Zahlen »,, ?%,, 2%, 23, welchen keine ganzzahligen 
Werthe m,, m,, m,, m, entsprechen, der Exponent von —1 auf der linken 
Seite der Gleichung (C”.), nämlich: 4(n,+n,+n,+n,), das eine Mal gerade 
und das andere Mal ungerade sein. Dies ist nun in der 'T'hat der Fall; 
denn je zwei dieser Systeme: 


(Ns Ms M2, 05), (Mu, 1, 9, 15) 
sind durch die Relationen: 


(n+n,+n-+n;) = m, Um, n, —n,—n;) ar Wei 


w 


(E.) ! | 


N 


! N 
(nn tm —n) = nm, mn —m+n) = m, 


mit einander verbunden. Die Differenz: 


Um +n,+m,+n,)— (nm, tn, +m,+n;) 
ist hiernach gleich: 
\—m+n,+n,+n;) 
und also ungerade, sobald die Relationen (D.) nicht durch ganzzahlige 


Werthe von m,, m,, m,, m, befriedigt werden. 
Die durch die Relationen (D.) oder (E.) gegebene Transformation 


der Summationsbuchstaben ,, %,, %, 2, welche sich bei der hier darge- 


legten Verifieation der Formel (C.) mit Nothwendigkeit ergiebt, legte 
Jacobi die oben angeführte, die Multiplieation von vier Thetareihen be- 
treffende Bemerkung, mit welcher er die Entwiekelung des „neuen Funda- 
mentaltheorems“ in seinen Vorlesungen eingeleitet hat, sehr nahe. Denn 
die Transformation: 


I ' ' ! AN ! ! ! 3 
a, = 4m tn +m+n) nn = Im—n +n,+n,), 


> 
/ \ ! ! 
nn, = (m +m—n,4+n;), 0, = Im tn, +9 —n;) 





| 
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bewirkt, dass der Ausdruck auf der ersten Seite der Gleichung (C”.), wenn 
darin für «-+a+b eine neue Variable » gesetzt wird, in einen Ausdruck 
von genau derselben Form verwandelt wird, in welchem aber die linearen 
Verbindungen: 


1(—-a+b+u+v), Ila—b+u+v) Ilarb-ut+v), Z3la+b+u-v 


/ 


an Stelle der Variabeln a, b, a, v selbst erscheinen. Die so resultirende 
Formel geht, wenn die Bezeichnungen a, b, u, e mit —w, x, y, 3 ver- 
tauscht werden, in die Formel (4.) auf 58.507 des 1. Bandes von Jacobis 
Werken über, nämlich: 


F) IWIIIYNII-HWADII MI) 
= IYuw)Ila)Iy)I (2 )- I(w)I(E)I(y)I,(z 
(w = lw+z+vu+2), & = Ilwt+e-y-:). v=hlw—r4 ) 7 
und diese Formel speeialisirt sich wiederum für 2 =0 (oder v=u+a+b 
zu derjenigen (C’.), welche in der mehrfach eitirten Jacobischen Arbeit im 
XV. Bande dieses Journals hergeleitet ist. Aber eben weil die zur Veri- 
fication der speciellen Formel nothwendige "Vranstormations-Methode zu-- 
gleich für die allgemeinere ausreichend ist. bildete für Jacobi, wie ich schon 
in Nr. 8 meiner „Bemerkungen über die Jacobischen T’hetaformeln"“ hervor- 
gehoben habe *), die speciellere „Fundamentalformel“ (C'.) gewiss eine nütz- 
liche Vorstufe bei Auffindung des allgemeineren „Fundamentaltheorems“, 
welches durch die Gleichung (F.) dargestellt wird. Dabei mag vielleicht 
noch der äusserliche Umstand, dass drei von den vier linearen Verbindun- 
gen der Argumente w, x, y, z, welche für die Transformation des Aus- 
drucks auf der linken Seite der Gleichung (F.) einzuführen waren, nämlich: 


\ 


I\w+z—-y-2), Iw—-z+y-2),, I(w—r—y-+z 
schon ‘bei der von Jacobi mitgetheilten Richelotschen Herleitung der spe- 
cielleren Fundamentalformel auftraten, zur Auffindung der allgemeineren 
Formel (F.) mitgewirkt haben. Einigen Anhalt hierfür bieten nämlich die 
Argument-Bezeichnungen (w, x,y,z) an der Stelle, wo die allgemeinen 
Thetaformeln abgeleitet werden, in den Jacobischen Vorlesungen, welche 


Borchardt gehört hat“*), vorausgesetzt dass, wie ich annehmen möchte, die 


*) Dieses Journal Bd. 102, 8. 270. 
**) Vergl. die schon im Anfang eitirte Stelle S. 506 des I. Bandes von Jacobis 
gesammelten Werken. 
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Wahl dieser Bezeichnungen schon aus der Zeit der ersten Auffindung der 
T'hetaformeln stammt *). 

Die vorstehenden Erwägungen führten mich schon vor vier Jahren, 
bei Abfassung meiner „Bemerkungen über die Jacobischen T'hetaformeln“, 
auf die Vermuthung, dass Jacobi sehr bald nach Vollendung seines der 
specielleren Fundamentalformel gewidmeten, vom 21. September 1835 da- 
tirten Aufsatzes**) die allgemeinere gefunden haben möchte. Um darüber 
(sewissheit zu erlangen, wandte ich mich damals an Hrn. Lindemann in 
Königsberg mit der Bitte, mir aus den Akten der dortigen Universität ein Ver- 
zeichniss der von Jacobi gehaltenen Vorlesungen sowie Abschriften der Ab- 
gangszeugnisse von Rosenhain und Borchardt zu verschaffen. Hr. Lindemann 
erfüllte meine Bitte mit höchst dankenswerther Bereitwilligkeit, und es er- 
gab sich nun: 

dass Jacobi die Vorlesungen über elliptische Funetionen, welche 
Rosenhain ausgearbeitet hat, bereits im Wintersemester 1835/6, 
diejenigen, welche Borchardt gehört hat, erst im Wintersemester 
1839/40 gehalten hat. 
Da Jacobi schon beim Beginn der ersteren Vorlesungen, wie aus der 
Rosenhainschen Ausarbeitung deutlich zu ersehen ist, das in dem obigen 
Citat besprochene „neue Fundamentaltheorem der Transcendenten #* «ehabt 
hat, so fällt dessen Entdeekung nothwendig in die Zeit zwischen dem 
21. September 1835, welches Datum jener mehrfach erwähnte Jacobische 
Aufsatz trägt, und dem Anfang der Wintervorlesungen. Man kann daher mit 
voller Sicherheit die durch die Entdeckung der Thetarelation bezeichnete Epoche 
und die damit beginnende neue Phase in der Entwickelung der Theorie der ellip- 
tischen Functionen vom Ende September oder Anfang October 1835 datiren. 

Dabei ist noch hervorzuheben, dass auch die Einführung der vier 
T'hetareihen und ihre Bezeichnung (9, 9,, 9%, 9,) aus den letzten Monaten 
des Jahres 1835 stammt. Bis dahin hatte Jacobi stets die Funetionen 9, H 
der Fundamenta beibehalten. Aber in den ersten Vorlesungen im Winter- 
semester 1835/6 geht er von der Reihe aus: 


*) Dass die Bezeichnungen in den früheren Vorlesungen, welche Rosenhain gehört . 
hat, andere sind, spricht nicht gegen jene Annahme, Denn in diesen Vorlesungen ent- 
wickeln sich die Bezeic 'hnungen in ganz natürlicher W eise aus einander, während in den 
späteren, von Borchardi ausgearbeiteten Vorlesungen bei Einführung der Bezeichnungen 
w, X, y, » gar kein ES mit den vorhergehenden erkennbar ist. 


**) Dieses Journal, Bd. XV, S. 199— 204: Jacobis Werke, Bd. I, S. 335 — 341. 














»3 2 


-Xx 


= 1+2geosz+2g'cos2r+2g cosdr+--- PR) A 


R 
welche aus dem © der Fundamenta entsteht, wenn man darin —q für q 
setzt. ‚Jacobi bezeichnet diese Reihe mit {(g, z), definirt bald darauf eine 
Funetion n(g, 2) durch die Gleichung: 
n(2) = g'3°6(g, 2) 

und führt erst »ach Herleitung des „neuen Fundamentaltheorems“, in der 
26sten von den im Ganzen 75 Vorlesungen, die vier T'hetareihen 9, 9,9, 9; 
ein, welche seitdem fast allgemein beibehalten worden sind. 

Auf Grund der oben erwähnten aus Königsberg erhaltenen Schrift- 
sticke habe ich auch genau ermitteln können, zu welcher Zeit Jacobi die 
verschiedenen, von Rosenhain ausgearbeiteten Vorlesungen gehalten hat. 
Da die Akademie diese Ausarbeitungen im Original aus dem Rosenhain- 
schen Nachlass erworben hat, so führe ich dieselben hier mit den nunmehr 
fixirten Daten an: 

l. Oberflächen zweiter Ordnung. Sommersemester 1835. 
2. Theorie der elliptischen Funetionen. Wintersemester 1835/06. 
3. Allgemeine 'T'heorie der krummen Linien und Oberflächen. 
Sommersemester 1856. 
4. "Theorie der Zahlen. Wintersemester 1836/37. 
9. Transformation und Integration der Grundgleichungen der Dv- 
namik. Wintersemester 1837/8. 
6. Variationsrechnung. Wintersemester 1857/8. 

Von den in der Bibliothek der Akademie befindlichen, ebenfalls aus 
Rosenhains Nachlass stammenden zwei Heften Jacobischer Vorlesungen über 
die elliptischen Transcendenten, welehe von J. Th. Sanio ausgearbeitet sind, 
stammt das eine aus dem Wintersemester 1529/50, das andere wahrschein- 
lich aus dem Sommersemester 1831”). 

Um das Verzeichniss der von Jacobi gehaltenen Vorlesungen zu ver- 
vollständigen, habe ich mir noch das nöthige Material aus den Akten der 
hiesigen Universität verschafft, und da ein solches Verzeichniss unstreitig 
von hohem Interesse für die Geschichte der Mathematik ist, so lasse ich 
es hier folgen. 

”) Bis hierher abgedruckt aus dem Sitzungsbericht der Akademie der Wissen- 


schaften vom 9. Juli 1891. Das Rosenhainsche Heft über Oberflächen zweiter Ordnune 
(Sommer 1835) ist dort nicht mit angeführt. 
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. r . n * 
Jacobis Vorlesungen in Berlin. 
Wintersemester 1825/26. Privatim: Ueber die Anwendung der höheren Analysis auf 
die Theorie der Oberflächen und Curven doppelter Krümmung. 
Sommersemester 1326. Publice: Die allgemeine Theorie der Gleichungen. 
Privatim: Reine Analysis. 

In den Verzeichnissen der angekündigten und gehaltenen Vorlesungen, welche in der Unpi- 
versitäts-Registratur aufbewahrt sind, ist die Colonne, welche die Anzahl der Zuhörer enthalten soll, 
bei allen diesen Jacolischen Vorlesungen nicht ausgefüllt. Daneben findet sich — und zwar auch schon 
in dem Verzeichnisse von 1825/6 — der,Vermerk, dass Jacobi nach Königsberg versetzt sei. Die 
Akten der Quästur reichen nur bis 1829 zurück. Es hat sich daher nicht aktenmässig feststellen lassen, 
ob Jacobi die Vorlesung im Winter 1825/6, welche in der Dirichletschen Gedächtnissrede ausdrücklich als 
wirklich gehalten erwähnt wird, zu Ende geführt und ob er im Sommersemester 1326 überhaupt irgend 
eine Vorlesung gehalten hat. 


Jacobis Vorlesungen in Königsberg. 

Wintersemester 1826/27. Publice: Analytische Uebungen. 

Privatim: 1. Trigonometrie. 2. Analytische Geometrie. 
Sommersemester 1827. Publice: 1. Variationsrechnung. 2. Theorie der krummen 
Oberflächen. 3. Elementargeometrie. 
Wintersemester 1827/28. Publice: Kegelschnitte. 

Privatim: Elementargeometrie. 
Sommersemester 1328. Publice: Arithmetik. 
Wintersemester 1528/29. Publice: Theorie der Kegelschnitte. 
Sommersemester 1829. Nicht gelesen. 
Wintersemester 1829/30. Publice: Anfangsgründe der Theorie der elliptischen Trans- 

cendenten. 

Privatim: Theorie der Oberflächen der zweiten Ordnung. 
Sommersemester 1850. Publice: Allgemeine Theorie der Oberflächen und Curven. 
Wintersemester 1830/31. Publice: Kegelschnitte. 

Privatim: Höhere Arithmetik. 
Sommersemester 1531. Publiee: Elliptische Transcendenten, achtstündig. 
Wintersemester 1831/32. Publice: Auserlesene Kapitel des höheren Caleuls. 

Privatim: Theorie der Oberflächen zweiter Ordnung. 
Sommersemester 1532. Publice: Oberflächen zweiter Ordnung. 

Privatim: Allgemeine Theorie der Curven und Flächen. 


‘ “y* 


Wintersemester 1852/3: 


we. 
. 


Publice: Allgemeine Theorie der Oberflächen (Fortsetzung). 
Privatim: Elliptische Transcendenten. 
Sommersemester 1553. Publice:  Variationsrechnung. 

Privatim: Theorie der Oberflächen zweiter Ordnung. 
Wintersemester 1855/34. Privatim: Theorie der Zahlen. 
Sommersemester 1834. Privatim: Analytische Theorie der Wahrscheinlichkeit. 


Wintersemester 1834/35. Publice: 1. Theorie der partiellen Differentialgleichungen. 


2. Wöchentliche Aufgaben im mathematischen Seminar. 











Sommersemester 


Wintersemester 


Sommersemester 


Wintersemester 


Sommersemester 


Wintersemester 


Sommersemester 


Wintersemester 


Sommersemester 
Wintersemester 


Sommersemester 


Wintersemester 


Sommersemester 


Wintersemester 
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1556. 


1536/37. 
1837. 


1838/39. 


1539. 


1839/40. 


1540). 


1540/41. 


1841/42. 


jahr einzustellen. 





I) 


« 


Privatim: Theorie der Oberflächen und Linien doppelter 
Krümmung. 
Publice: 1. Variationsrechnung. 2. Mathematisch-physika- 


lisches Seminar *. 

Privatim: Oberflächen zweiter Ordnunge*. 
Publicee: Uebungen des Seminars in der Mechanik *. 
Privatim: 1. Integralrechnung. 2. Vorlesungen über die ellip- 
tischen Transcendenten *. 
Hierbei findet sich der Vermerk: „Da die zehnstündigen Vor- 
lesungen über die elliptischen Transcendenten die Kräfte der 
Zuhörer in hohem Grade in Anspruch nahmen, so hielt ich 
es für zweckmässig, die Üebungen des Seminars bereits Neu- 
(U. @. J. Jacobi.“ 

Publice: Mathematisches Seminar *. 

Privatim: Allgemeine Theorie der Oberflächen *. 
Privatim: Zahlentheorie*. 

Publice: Mathematisches Seminar*. 

Pri- 


vatvorlesungen über Variationsrechnung sind nieht zu Stande 


Hierbei findet sich der Vermerk: „Meine achtstündigeen 


gekommen. ©. @. J. Jacobi.“ 
Publice: Seminar*. 


Privatim: 1. Variationsrechnunge* 2. Mechanik *. 
Publice: 


Privatim: Anfangsgründe der analvtischen (Greometrie. 


Mathematisches Seminar. 
Privatim: 1. Theorie der Oberflächen. 2. Anwendung der 
Differentialrechnung auf die Theorie der Reihen. 

Hier ist vermerkt: „Hat nicht oelesen. weil er verreist war.“ 
Privatim: Elliptische Transcendenten '). 
Publice: Mathematisches Seminar. 

Privatim: Allgemeine Theorie der Oberflächen und doppelt 
eekrümmter Linien. 

Publice: Mathematisches Seminar. 
Privatim: Höhere Mathematik. 
Publice: Mathematisches Seminar. 
Privatim: Variationsrechnune. 
Publice: 1. Theorie der Differentialeleiehungen. 2. Mathe- 


matisches Seminar. 


* Die mit * bezeichneten Vorlesungen hat Rosenhain gehört. 


I) Dies ist die einzige Jacobische Vorlesung, welche Borchardt während seiner Studienzeit 
Königsberger Universität (26. April 1859 bis 6. Juni 1840), 


gehört hat. 


Er hat ausserdem noch am mathematischen Seminar. 
semesters 1540, theilgenommen. 


in der 
NISSses, 


\usweis 
wohl 


nach seines Abpaneszeu 


u 
- 


\ntanere des Sommer- 


nur ım 
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Privatim: Theorie der Oberflächen und Curven. 
Sommersemester 1842. Publice: 1. Differentialgleichungen. 2. Seminar. 
Wintersemester 1842/43. Publice: Mathematisches Seminar. 

Privatim: Analytische Mechanik '). 


(In die Zeit vom Sommer 1843 bis zum Winter 1844/5 fällt Jacobis Reise nach Italien.) 


Jacobis Vorlesungen in Berlin. 

Sommersemester 1545. Privatim: 1. Die Fundamente der Theorie der elliptischen 
Funetionen, 28. April bis 15. August; 14 Zuhörer. 2. Algebra 
und Einleitung in die Analysis des Unendlichen, 3. Mai bis 
14. August; 25 Zuhörer. 

Wintersemester 1845/46. Privatim: Differential- und Integralrechnung, 30. October bis 
16. März; 23 Zuhörer. 

Sommersemester 1846. Privatim: Die allgemeine Theorie der Oberflächen und Linien 
doppelter Krümmung, 4. Mai bis 24. Juli; 12 Zuhörer. 

Wintersemester 1846/47. Privatim: Die Theorie der Zahlen. 

Hierbei findet sich der Vermerk: „Ich habe meiner Gesund- 
heit wegen die Vorlesung nicht gehalten. Jacobi.“ 

Sommersemester 1847. Jacobi hat keine Vorlesung angekündigt und, nach den Akten 
der Quästur, auch keine Vorlesung gehalten. 

Wintersemester 1847/48. Jacobi hat keine Vorlesung angekündigt aber, nach den Akten 
der Quästur, eine solche über analytische Mechanik vor 17 Zu- 
hörern gehalten. 

Sommersemester 1848. Privatim: Höhere Algebra, 10. Mai bis 11. August: 15 Zuhörer. 

Wintersemester 1848/49. Privatim: Differentialrechnung mit verschiedenen Anwen- 
dungen, vom 30. October an; 7 Zuhörer. 

Hierbei findet sich der Vermerk: „Ich habe statt der ange- 
zeigten Vorlesung eine andere über elliptische Funetionen ge- 
halten.“ Jacobi. 

Sommersemester 1549. Privatim: Variationsrechnung nebst Anwendung auf isoperi- 
metrische Aufgaben, vom 30. April bis 8. August; 11 Zuhörer. 

Wintersemester 1849/50. Privatim: Die allgemeine Theorie der Flächen und Curven 
doppelter Krümmung, 29. October bis 13. März; 11 Zuhörer. 

Sommersemester 1850. Privatim: Zahlentheorie und ihre Anwendung auf die Kreis- 
theilung, 30. April bis 14. August; 12 Zuhörer. 

Wintersemester 1850/51. Keine Vorlesung angekündigt. 

Jacobi starb am 18. Februar 1851. 


') Diese Vorlesung hat, soviel ich glaube, ebenfalls Borchardt gehört. Er hatte sich zum Zwecke 
seiner Promotion, nochmals nach Königsberg begeben. 











Ueber eine Anwendung der Theorie der linearen 
Differentialgleichungen zur Bestimmung des Ge- 
schlechtes einer beliebigen algebraischen Function. 


(Von Herrn L. W. Thome in Greifswald.) 


1. 
\ enn bei einer algebraischen Funetion s, die einer irreduetibelen 


Gleichung »ten Grades in Bezug auf s, F(s, x) =, mit dem Üoeffieienten 
von s” gleich 1 genügt, die n Zweige linearunabhängig sind, so kann man 
an den Stellen, an welchen die Diseriminante verschwindet, so wie bei 
z=x, die Ordnungen der Verzweigungen von s vor der Entwickelung der 
Zweige erkennen nach einem Verfahren, welches in der Abhandlung des 
Verfassers „Ueber eine Anwendung der Theorie der linearen Differential- 
gleichungen auf die algebraischen Functionen" Bd. 104 dieses ‚Journals 
No.5 I und Il aufgestellt ist. Dieses Verfahren gründet sich auf die Er- 
mittelung der Wurzeln der bei einem solchen Punkte bestehenden Expo- 
nentengleichung der homogenen linearen Differentialgleiehung »ter Ordnung 
mit rationalen Coefficienten, welcher die algebraische Funetion genügt, 
und diese Wurzeln bei einem Punkte im Endlichen sind » von einander 
verschiedene positive rationale Zahlen, in welchen der Nenner höchstens 
gleich » ist. Das bezügliche Verfahren wird hier in No. 3 angegeben. 
Die Zahl p, das (Geschlecht der algebraischen Function s, ergiebt sich 
dann unmittelbar aus der Formel von Riemann (Theorie der Abelsehen Fune- 
tionen No. 7), die auch für den Fall beliebiger Windungspunkte gilt (siehe 
Herrn ©. Neumanns Vorlesungen über die Abelschen Integrale 2. Aufl. 
p. 171), 2p—1)= w 


sungen ist, und jeder «-blättrige Windungspunkt als Verzweigung \u—1)- 





2n, wo »w die Summe der Ordnungen der Verzwei- 


facher Ordnung zählt, » die Anzahl der Zweige. 
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vd 
Es sei nun eine beliebige algebraische Gleichung »ten Grades in 
Bezug auf z 


n 
4.) f(2,2) = 0 

vorgelegt, in welcher die Coefficienten ganze rationale Funetionen von x 

sind. Der Üoeffieient ec, von 3” ist gleich 1 angenommen, da man sonst, 

nachdem die Gleichung mit e}=" multiplieirt ist, c,3 = 3 setzen kann und 


auf den vorigen Fall zurückkommt. f(z) soll mit #8 keinen gemein- 
CO 


schaftlichen T'heiler haben. Werden bei einem Punkte a, in welchem die 
Diseriminante nicht verschwindet, die Entwiekelungen der » Zweige nach 
Potenzen von z—a bis zu der Potenz vorgenommen, deren Exponent gleich 


N 


dem höchsten Exponenten von x in f(z,2)=0 ist, so kann man ver- 
mittelst derselben, wie in Abhandlung Bd. 104 No. 1 angegeben ist, die 


Gleichung f(z,2)=0 in Bezug auf die Reduetibilität untersuchen. Die- 
selbe wird also nun als irreduetibel vorausgesetzt. 
Dann wird rational aus z und x nach den hier in No. 4 gemachten 
Angaben eine algebraische Function s 
(2.) s—= IA,+41,3+413+--+4,_,3"", 
wo die 5 ganze rationale Functionen ‘von x sind, hergestellt, so dass die 
» Zweige von s linearunabhängig sind. Werden diese » linearunabhängi- 


> 


gen Funetionen in einem Gebiete, wo sie einwerthig und stetig sind, be- 
trachtet, so ergiebt sich, dass sie in einem Punkte und daher in der Nähe 
dieses Punktes unter einander verschieden sind, und da man auf demselben 
Wege, wie bei z, von jedem dieser Zweige zu jedem anderen gelangen 
kann, so ist s eine irreduetibele algebraische Funetion. Die irreductibele al- 
gebraische Gleichung »ten Grades, welcher dieselbe genügt, erhält man, 
indem man aus (2.) mit Hülfe von (1.) die Gleichungen bildet 

(3.) ’ = kutk,3+k,3° + +h,,_,2"" Q=1,..n), 
wo die % ganze rationale Funetionen von x sind. Aus diesem Gleichungs- 
systeme folgt 


s—ku kı 0.0. Bis 


(4.) s—hn hı re h;. E77 Zus 0. 


u Ze Kun-ı 


”"—h. K 


n! 
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Der Ooeffieient von s” in der Gleichung (4.), die Determinante I+h,,k...K 
ist von Null verschieden, weil man sonst aus den »—1 ersten Gleichungen 


n 1.n—1 


(3.) eine Gleichung für s niedrigeren als »ten Grades mit rationalen Coeffi- 
eienten, die nicht alle verschwinden, herleiten könnte. Wird durch diesen 
Coeffiecienten von s” das Gleichungspolynom (4.) dividirt, so erhält man 
ganze rationale Funetionen von z als Üoeffieienten, da die » Zweige von 
s für endliche Werthe von x endlich sind. Man hat also eine rational aus 
z und x hergestellte irreductibele algebraische Function s. deren » Zweige 
linearunabhängig sind, und kennt deren irreduetibele Gleichung 


(9.) "+HAs""+.-.+A, = 0, 


n 


wo die A ganze rationale Funetionen von = sind. 

Da die irreductibele algebraische Function s eine Funetion von x 
in derselben »-blättrigen Ebene, wie die Funetion z, ist, also die Verzwei- 
gungen von s und 3 dieselben sind, so ist das Geschlecht 5 von s dasselbe 
wie das von z. 

Man kann daher nun zur Aufsuchung dieser Zahl p die Gleichung (5. 
zu Grunde legen. Die homogene lineare Differentialgleichung »ter Ordnung 
mit rationalen Coefficienten und dem Üoeffiecienten der höchsten Ableitung 
gleich Eins, welcher die » linearunabhängigen Zweige der Funetion s ge- 
nügen, ergiebt sich unmittelbar aus Formel Abhandlung Bd. 104 No. 1 (9. 

Verzweigungen der aus z und x rational dargestellten Function s 
können nur an den Stellen auftreten, an welchen die Diseriminante von 


n 


fz, 2) =0 verschwindet, und bei e=wx. Zur Aufsuchung jener Stellen 
wird nach bekannten Regeln der Algebra durch rationale Operationen das 
Polynom der Diseriminante als Produet d,d;d;... dargestellt, wo in allen 
d nur von einander verschiedene lineare Factoren vorkommen. Da die 
Diseriminante (abgesehen vom Vorzeichen) das Quadrat des Produetes aller 
Differenzen der » Zweige von f(z) = 0 ist, so ergiebt sich, dass die vorhin 
genannte Darstellung für gewöhnlich auf eine solche Zerfällung der Dis- 
eriminante führen wird, aus welcher die Stellen, an denen die Diseriminante 
verschwindet, durch eine einfache Rechnung hervorgehen. Sodann wird an 
jeder dieser Stellen das Verfahren, welches in No. 5 angegeben ist, angewandt, 
um die Ordnungen der Verzweigungen von s zu ermitteln. Bei 2=x ist 
= 1! zu setzen, und wenn in Gleichung (5.) die höchste Potenz von x 
die mte ist, so wird, nachdem Gleichung (5.) mit £"" multiplieirt ist, !'s = u 
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in (D.) und in der Diiferentialgleichung gesetzt; dann ist, um die Ordnungen 
der Verzweigungen von a bei £=0 zu ermitteln, wieder das Verfahren in 
No. 3 anzuwenden. Sind die Ordnungen der Verzweigungen von s bekannt, 
so ergiebt sich, wie in No. 1 gesagt, aus der Formel 2(p—-1) = w-—2n 
die Zahl p. 

Wenn, wie dieses bei dem Verfahren in Nr. 5 vorkommt, von den 
Wurzeln einer gegebenen algebraischen Gleichung »ten Grades bereits be- 
kannt ist, dass dieselben von einander verschiedene positive rationale Zahlen 
sind, die in der kleinsten Benennung Nenner haben höchstens gleich dem 
(Grade der Gleichung, so wird die Aufsuchung der Wurzeln sofort auf die 
der ganzzahligen Wurzeln von höchstens » Gleichungen zurückgeführt und 
diese Aufsuchung kann man als eine directe Rechnung ansehen. 

Nun lässt sich das Resultat in folgender Weise ausdrücken. 

Von einer beliebigen algebraischen Gleichung nten Grades von 2 
f(z,2) =0 mit ganzen rationalen Coefficienten von x und dem Coefficienten 
der höchsten Potenz von z gleich 1, deren Discriminante nicht identisch ver- 
schwindet, seien bei einem einzelnen beliebigen Punkte e= a im Endlichen, 
in welchem die Discriminante nicht verschwindet, die Werthe der n Wurzeln 
z aufgestellt. Die Gleichung sei ferner als irreductibel nachgewiesen. Die 
Punkte, in denen die Discriminante verschwindet, seien ermittelt. Dann wird 
das Geschlecht p der algebraischen Function 3 durch eine directe Rechnung 


bestimmt. Alle bezüglichen Operationen sind ausführbar, wenn die Constanten 


in f(z, x) algebraische Zahlen sind. Diese Methode, die Zahl p zu bestimmen, 
ist eine elementare. 


3. 

Um die Ordnungen der Verzweigungen der algebraischen Funetion s 

Nr. 2 (5.) bei einem Punkte r= a aufzufinden, dient folgendes Verfahren. 
Die » Zweige von s sind linearunabhängig. Die homogene lineare 
Differentialgleichung »ter Ordnung mit rationalen Coefficienten und dem 
Coeffieienten der höchsten Ableitung gleich 1, welcher dieselben genügen, 
ist gegeben durch Formel Abh. Bd. 104 Nr. 1 (9.). Bei dem betreffenden 
Punkte ze = a wird die Exponentengleichung dieser Differentialgleichung 
aufgestellt. Diese Gleichung ist folgende, wenn der Coeificient der (n—a)ten 
Ableitung in der Differentialgleichung durch p, bezeichnet wird: 
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r(r—1)...(r—n+1)+(p(e-a))-.rtr—1)...(r—n+2) 
+(p(2-a)'),-.r(r—1)...(r—n+3) HF +(p,(® —6)"), —_ (0, 


Die Wurzeln dieser Gleichung sind von einander verschiedene rationale 
Zahlen —0, die, wenn sie auf die kleinste Benennung gebracht sind. 
Nenner rn haben (Abh. Bd. 104 Nr. 2). 

Nun ergeben sich die Ordnungen der Verzweigungen bei r=a aus 
folgenden beiden Sätzen, welche in Abh. Bd. 104 Nr. 5 I. und II. be- 
wiesen sind: 

Il. Wenn alle Wurzeln der Exponentengleichung ganzzahlig sind, 
so sind die » Zweige in der Umgebung von 2 =a einwerthig, und um- 
gekehrt. 

Il. Wenn die Wurzeln der Exponentengleichung nicht alle ganz- 
zahlig sind, so seien dieselben auf die kleinste Benennung gebracht, nun 
sei der grösste Nenner 4. 

Dann giebt es unter den » Wurzeln 4, die auf den gemeinschäft- 
lichen Nenner 4 gebracht werden können und sich zu je zweien nicht um 
eine ganze Zahl unterscheiden. Solcher Systeme von 4 Wurzeln giebt es 
möglicherweise mehrere. Eines dieser Systeme sei herausgenommen. 

Bei den übrig bleibenden »—4 Wurzeln sei der grösste Nenner u, 
wo u<_.4, 

Dann giebt es unter diesen »—/ Wurzeln «, die auf den gemein- 
schaftlichen Nenner «u gebracht werden können und sich zu je zweien nicht 
um eine ganze Zahl unterscheiden. Ein solches System, deren möglicher- 
weise mehrere vorkommen, sei herausgenommen. 

jei den übrig bleibenden »—A—u Wurzeln sei der grösste Nenner 
v, wo vu. 

Dann giebt es unter diesen »-—-4—u Wurzeln v, die auf den gemein- 
schaftlichen Nenner » gebracht werden können und sich zu je zweien nieht 
um eine ganze Zahl unterscheiden. Ein solches System sei herausge- 
nommen. 

In dieser Weise ist fortzufahren, bis zuletzt noch eine Anzahl y, 
0, ganzzahliger Wurzeln übrig bleibt. 

Dann ist bei dem betrachteten Punkte ein 4-blättriger, ein «u-blättri- 
ger, ein v-blättriger ete. Windungspunkt vorhanden, und es giebt y ein- 


werthige Zweige. 
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4, 


Es soll rational aus z und z eine algebraische Function s Nr. 2 (2.) 
hergestellt werden, deren » Zweige linearunabhängig sind. Werden die 
n Zweige von s durch s,, s, bis s, bezeichnet, so sind dieselben linearunab- 
hängig, wenn die Determinante 


$;, $) ® . . $ 


ds, ds, ds, 

(1) he; u 
dr s, dr-ı S, ge-ı $, 
dar! da! der! 


von Null verschieden ist. 


Bei einem Punkte z=a, in welchem die Diseriminante von f(z. x) = 0 
nieht verschwindet. und die » von einander verschiedenen Werthe von 3 
bekannt sind, werden die Entwickelungen der » Zweige z,, 3, bis 3, nach 


1 


Potenzen von z-a bis zu der Potenz (r—a)""' aufgestellt. Nun seien 


. .. ' ! AR 4 
n Grössen s,, 5 bis s, 





s\ = Aura, —a) +. +a,(r—a)” 1 
(IN s, = 4, +a»(2—a)+ + a,,(2- a)", 
vry = . - ” 

Ss, = 4, EB: a4.(2—a) + 4 -a,,(2— a)” 1 


beliebig so gewählt, dass nur die Determinante I+a,,a,...a,, nicht ver- 
schwindet. Wenn man nun eine rational aus 3 und x zusammengesetzte 
Funetion s so bestimmt, dass die n Zweige s,, 5, bis s, in den » ersten 
(rliedern bezüglich mit s;, s; bis s, übereinstimmen, so ist die Determinante 
1.) inz==a und daher auch in der Nähe von z=a von Null verschieden, 
und die » Zweige von s sind linearunabhängig. Um diese Ueberein- 
stimmung der Zweige von s in den » ersten Gliedern bezüglich mit den 
s zu erzielen, wird ein Verfahren angewandt nach Art eines solchen, 
welches in den Vorlesungen des Herrn Weierstrass zur Darstellung einer 
algebraischen Function mit speeiellen Eigenschaften an den Verzweigungs- 
stellen vorkommt. Es werde das Gleichungssystem 


(B.) = G+63H+ 3 +" +6,” Q=h..n) 
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angesetzt. Aus demselben ergiebt sich 


\ D. 
(4.) ee, = D Ga=0 ..n—1), 
wo 
u ® ur Ar 
- u: Si ud ARE” - a R 
(3.) D. a j 
1 Zn z, Ss, 2 Z 
RE u - Bu 
/EN Fa 6 SEE EEE ER 


. 
. . . . 

) 4 

1 r z, De 
/“ % “ 
n n * * * A 


D ist für e=a von Null verschieden, da je zwei Zweige von znr=a 


LA 
LA 


von einander verschieden sind. Der Theil der Entwickelung von D nach 
Potenzen von z—a bis zu der Potenz (r—a)”" sei dureh .7 bezeichnet. 
In den einzelnen Elementen der Determinante D, sei die Entwiekelung 
nach Potenzen von 2—a bis zur Potenz (z—a)'""' vorgenommen, und wenn 
diese Grössen an Stelle der Elemente in D, eingesetzt werden und die 
Entwickelung der hierdurch entstehenden Determinante nach Potenzen von 
z—a bis zur Potenz (zx—a)””' vorgenommen wird, so sei die hierdurch 
hervorgehende ganze rationale Function durch 4, bezeichnet, dieselbe ist 


höchstens (»a—1)ten Grades. Ebenso wird 7 bestimmt. Dann stimmt die 


. Di 2: RENT BR SPIDER / 
Entwickelung von D bis zur Potenz (2—a)"”' mit derjenigen von 
überein. Daraus folgt weiter, dass die Entwickelung von 
FR N 
ir m Be RE 


_ x 


' mit s, übereinstimmt. Es ist mithin (7.) eine 


bis zu der Potenz (2—.a)" 
Funetion s von der verlangten Eigenschaft. Die » Zweige von (7.) sind 
also linearunabhängig, und sie behalten diese Eigenschaft nach Multiplieation 
mit 4. Eine algebraische Function s, die eine ganze rationale Funetion 
von 3 und x ist und deren a» Zweige linearunabhängig sind. wie eine 


solche in No.2 (2.) vorkommt. wird demnach durch den Ausdruck 


(8.) s = AI ,- I 2 + 1,2 ce J © 
oeeeben. 


oo 
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Verhalten des Logarithmus einer elliptischen 
Function. 
(Von Herrm F. Schottky in Zürich.) 


Bedeutet (u) eine elliptische Function, so bestimmt sich die Aende- 
rung, welche log p(«) erfährt, wenn « einen geschlossenen Weg durch- 
läuft, dureh die Anzahl der innerhalb liegenden Null- und Unendlich- 
keitspunkte. Anders verhält es sich, wenn man statt des geschlossenen 
Weges einen nicht geschlossenen nimmt, der von einem Punkte « zu einem 
eongruenten, um eine Periode verschiedenen, «', führt. g(w) nimmt am 
Endpunkt denselben Werth an, wie am Anfangspunkt, aber log y(„) kann 
sich um ein Vielfaches von 2ri geändert haben; es fragt sich: wie ist 
dieses Vielfache von 2n: zu bestimmen? 

Der Voraussetzung nach ist «’—w eine Periode. Wir construiren 
iiber der Geraden ww’ ein Perioden-Parallelogramm, und zwar nach der 
positiven oder linken Seite. Die vier Ecken: 

We 
sind sämmtlich congruent «, aber vw’ —w, «"—w brauchen nieht nothwen- 
dig primitive Perioden zu sein. Wir suchen dann alle Null- und Unend- 
lichkeitspunkte von y(a) auf, die in dieser Fläche liegen, und bestimmen 
ihre senkrechten Abstände von der Grundlinie ww" oder auch von einer 
zu ihr parallelen Geraden @. Die von «# ausgehenden Seiten mögen noch 
zur Fläche hinzugerechnet werden, die beiden anderen Seiten dagegen nicht. 
Jeden Abstand dividiren wir durch die Höhe des Parallelogramms, und 
eben ihm positives oder negatives Zeichen, je nachdem der Punkt links 
oder rechts von @ liegt. Sind dann 
Bis: 6 Re N 
diese Verhältnisszahlen für die Abstände der Nullpunkte, 


' 
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die entsprechenden Zahlen für die Unendlichkeitspunkte, so ist 

(1) ER POORSE LOGER 2707-1 WERRREED 2 WE 
eine ganze Zahl, und es ist —2kni die Aenderung. welche log y(w) er- 
fährt, wenn « die gerade Linie von « nach « durchläuft. 

Spricht man das Resultat in dieser Form aus, so lässt es sich leicht 
auch auf den Fall ausdehnen, wo die Linie, in der sich » von « nach «' 
bewegt, eine gebrochene oder krumme ist. Man hat dann im Perioden- 
parallelogramm nicht nur die Grundlinie «w" durch diese krumme zu er- 
setzen, sondern auch die gegenüberliegende Seite durch die entsprechende 
Paralleleurve, während die beiden anderen Seiten ungeändert bleiben können. 
Hier sind wieder die singulären Punkte innerhalb dieser krummlinig be- 
orenzten Figur aufzusuchen, und deren Abstände von @ so wie vorher zu 
bestimmen. >8o bleibt auch für den neuen Weg die Formel richtig: 

(2.) fr: dlogy(u) = — Z(e,—e,).2ni. 


> 


Denn es sei z.B. «, ein Nullpunkt von Y(w) im ursprünglichen geradlini- 
sen Parallelogramm, und es mögen, wenn « = w-+2w gesetzt wird, m 
Punkte 

u—-2w, w„—4w, ...,0u,-2mw' 
zwischen der geraden Linie ««w' und dem neuen Wege liegen. Für « 
tritt dann im neuen Bereich #«,—2mw' ein. Deshalb vermindert sich e, um 
m, und um denselben Betrag die Zahl %k, wie es sein muss. 

Der Einfachheit wegen aber betrachten wir nur geradlinige Wege, 
und wir nehmen ausserdem « =(0 an, was den Beweis abkürzt, ohne die 
Gültigkeit des Satzes zu beeinträchtigen. 

Es ist jetzt « = 0, die übrigen Endpunkte sind Perioden: 


Zi rs 


u =2w, WW =20, u = 2w-+-2Ww. 


Es seien «,, e, (@e=1,2,...,») die Null- und Unendliehkeitspunkte von 


a» 


y(u) im Periodenparallelogramm: 


pa)=0, yle)=x. 
Dann gilt die Relation 
(3.) Zu, Zr, = 2hw+2kw, 


wo h und k ganze Zahlen bedeuten. Führen wir ein: 


Irrım Irtı. wo 


> 
(u) 


e=e”, q=e 
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und nennen x,, y, die Werthe von x, die den Punkten «,, v, entsprechen, 
so ist nach (3.): 
29. in k 


Tre 


Wenn wir daher bilden: 


z Bio) u a 
= y)@Y,).. (2 Yu) 
sv hat R(x) den Werth Eins für e= x, den Werth g für 2=0. Die 
einzelnen x,, y, sind Grössen, deren Betrag zwischen 1 und |g| liegt; |q. 
selbst ist kleiner als 1. 

Durchläuft # die Gerade von 0 bis 2», so beschreibt x im posi- 
tiven Sinn einen Kreis vom Radius 1 um den Nullpunkt. Alle 2» singu- 
lären Punkte liegen auf der gleichen Seite dieses Kreises. Dasselbe gilt, 
wenn 4 irgend eine positive oder negative ganze Zahl bedeutet, von 
logR(xg‘). Folglich ist die Aenderung, welche diese Logarithmen erleiden, 


wenn a die Gerade von 0 bis 2» durchläuft, gleich 0. — Bilden wir nun: 
RN I—C 
2) = -R(x 
Q J 2—cg ( ) 


indem wir unter e ebenfalls einen Werth verstehen, dessen Betrag zwischen 
1 und |g) liegt, so ist 

00) = O(&)=1, 
und deshalb ist das Produet 


n 0 (24), 


erstreekt über alle ganzen Zahlen 4, unbedingt eonvergent. Dies ist eine 
doppelt periodische Funetion, die genau für dieselben Werthe 0 und x 
wird, wie g(u). Sie ist deshalb mit (wu) bis auf einen eonstanten Factor 
identisch. Folglich setzt sich die Aenderung von logy(w) additiv zusammen 
aus denen der einzelnen Functionen 


log () (x g') = log ( 


logR(xg’) aber bleibt ungeändert. Die andere Grösse ist 0, wenn k= 0 


I )+logR(ag), 


( 
2— cg*+* 


[3 


ist. Ist aber % positiv, so liegt für 4 = 
2 -+k 





—1, —2, ..., —Ak der Punkt eg‘ 
innerhalb des Kreises. Für die übrigen Werthe 
von 4 liegen beide Punkte auf der gleichen Seite. Also erfahren k von 


ausserhalb, dagegen eg 


diesen Logaritimen die Aenderung —2ni, während die übrigen ungeändert 








Schotiky, Verhalten des Logarithmus einer elliptischen Function. 


bleiben. Somit ist: 
/ "aloggy(n) = — 2kni. 
u 


Setzt man nun: 

u, = d,.20-+e,.20', 

v,= d,.2w-+e),.2w', 
wo die d und e reelle Grössen bedeuten sollen, so ist offenbar e, der Ab- 
stand des Punktes «, von der Grundlinie, gemessen durch die Höhe des 
Parallelogramms. Aus (3.) aber folgt: 

Ze,-2e, = k. 

Damit ist die Richtigkeit des aufgestellten Satzes bewiesen. 

Betrachtet man statt logy(u) die Quadratwurzel aus pa). so geht 
diese auf irgend einem Periodenwege in sich selbst über oder in —Yy (ua). 
je nachdem % eine gerade oder ungerade Zahl ist. Nehmen wir den ein- 
fachsten Fall, wo g(a) eine Funetion zweiten Grades mit den Perioden 
20, 20 ist, deren Nullpunkte zusammenfallen, ebenso wie die Unendlich- 
keitspunkte. Hier ist Yp(a) = wa) selbst eine eindeutige Function, und 
zwar ein 'I'hetaquotient. Der Nullpunkt von w(w) kann sich dann von dem 
Unendliehkeitspunkt nur um eine halbe Periode unterscheiden. Ist diese 
halbe Periode ®, so haben beide dieselbe Höhe über der Grundlinie, und 
deshalb ist k=0, also w(u+2w) = w(w). Wenn aber die Differenz der 
beiden Punkte gleich & oder &+w ist, so ist 8—e,= +}. und daher 
v(u+2w) = —w(u). 











Bemerkung zur vollständigen Darstellung 
algebraischer Raumeurven. 
(Von Herrn K. Th. Vahlen.) 


here Kronecker pflegte in seinen Vorlesungen über die Theorie 
der algebraischen Gleichungen zu zeigen, dass eine v-fache, einer »-fachen 
entnommene algebraische Mamnigfaltigkeit im Allgemeinen erst durch »-+1 
algebraische Gleichungen vollständig dargestellt werde (vgl. Kronecker, 
Festschrift $ 10). Dass eine solche Darstellung zuweilen wirklich noth- 
wendig wird, wenn man nicht zur Parameterdarstellung greifen oder Un- 
sleichungen hinzunehmen will, geht in folgender Weise aus bekannten Sätzen 
hervor. 

Die Schnitteurve zweier Flächen F, und F,, resp. uter und rvter 
Ordnung, zerfalle in zwei kaumeurven AZ, und R/,, deren Ordnungen m, 
m' und deren Geschlechter p und p’ seien. Durch Gleichsetzung der An- 
zahlen der scheinbaren Doppelpunkte der ganzen Schnitteurve und derjeni- 
sen der zerfallenden erhält man die Anzahl der wirklichen Schnittpunkte 





der R%, und der R%,, nämlich s = m(u+r—4)—2(p—1l). Legt man noch 


eine dritte Fläche F,, e-ter Ordnung, durch die R%, allein, so wird dieselbe 
von der R in mo—s oder in S= uro—m(u+v-+o—4)+2(p-1) Punkten 


F,, F 


geschnitten, die auf allen drei Flächen F,, F,, F,, aber nieht auf der 
kr, liegen. 

Für eine gegebene AR, können im Allgemeinen nicht drei Flächen 
so bestimmt werden, dass die Anzahl S verschwindet. Es ergiebt sich dies 
aus dem einfachsten Beispiele der A; mit nur einer Quadrisecante. Sollte 
die Anzahl 

uvro—d(u-+vr+o—4)—2, 


oder 
W334 u 3)@— 3) + -3)@-3)+@-3)@-3)) 
+4(u--v-+0—9) 
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verschwinden, so müsste, da keine Fläche zweiter Ordnung dureh diese R. 


geht (s. Noether, Zur Grundlegung der Theorie der algebraischen Raum- 


‘) 


eurven $ 14 u. 15, Bd. 93 dieses Journals), e=v=o=3 sein. Aber durch 
drei Flächen dritter Ordnung wird diese A} nicht isolirt dargestellt, weil jede 
F, vier Punkte der Quadrisecante, also diese selbst enthält. Nimmt man 


‘) 


% 


nun zu zwei Flächen dritter Ordnung eine dritte von der Ordnung 0 
hinzu, so entstehen 4(g—3) ausserhalb der R} gelegene Schnittpunkte; diese 
R; wird daher erst durch vier Flächen vollständig dargestellt. 
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Eine analytisch-arithmetische Formel. 
(Von L. Kronecker.) 


Dhinsichniet man mit o, alle positiven echten Brüche, welche in ihrer 
redueirten Form den Nenner » haben und nicht grösser als 4 sind, so ist 
der Werth des über alle solche Brüche o, erstreckten Produets /72sino,r, 


wenn die Zahl » verschiedene Primfactoren enthält, gleich 1, aber wenn n 
die Potenz einer Primzahl p ist, gleich dem absoluten Werthe von Yp. Hier- 
aus folgt unmittelbar die Formel: 

II’2Zsinen) = Ip‘ G=1,22..) 


h I 
wobei die Multiplication links auf alle redueirten positiven echten Brüche 
o zu erstrecken ist, die selbst nicht grösser als 4 sind, und deren Nenner 
nicht grösser als N ist, während die Multiplication rechts sich auf alle Prim- 
zahlen p,, P:, -.. bezieht und die ganzen Zahlen A, durch die Ungleichheits- 
bedingung p% —— N <Zp"*' oder 4,logp, — loegN < (4,+1)logp, bestimmt 


werden. Nach der Gaussschen Bezeichnungsweise der grössten Ganzen ist 


; en | log N | 
y logpı. 2’ 


und die obige Formel kann hiernach in folgender Weise dargestellt werden: 


daher: 


’ 


log N 
II(2sinen) = rap ] 
oder auch so: s 
II2singn)' = I p.1Pu2r..)" (m=1,23, 3 ...), 
WENN Pais Pas ++ Alle Primzahlen sind, die zwischen der (m--1)ten und der 
mten Wurzel aus N liegen, und zwar die obere Grenze eingeschlossen. 
(seht man endlich zu den Logarithmen über, so erhält man die merk- 
würdige Formel: 


2 r logeN | logp 
»”loe2sinon = >| = | =_ 
7 Bar de S ZLlogp 4 logN 


in welcher die Summation rechts auf alle Primzahlen (p), links auf alle 
redueirten positiven echten Brüche (0) zu erstrecken ist, welche keinen grösse- 
ren Nenner als N haben und deren Werth nicht } übersteigt. 
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Die Naturwissensehaftliche Wochenschrift No. 51 vom 2. Aug. 1891 schreibt: 


Eine sehr verdienstvolle, umfangreiche Monographie über einen der interessantesten Gegen- 
stände der sogenannten elementaren Mathematik. Im Jahre 1816 veröffentlichte A. L. Crelle eine kleine 
Schrift, in der er neue merkwürdige Eigenschaften des ebenen Dreiecks bezüglich dreier durch die 
lieken gezogenen (reraden entwickelte. Den Ausgangspunkt dieser Untersuchung bildet die Aufgabe: 
In einem Dreieck ABÜ einen Punkt O so zu bestimmen, dass die von ihm nach den Ecken gezogenen 
Geraden mit den Seiten in gleicher Reihenfolge gleiche Winkel bilden. Da der Umfang des Dreiecks 
in zwei Riehtungen (ABCA und AUCBA) durchlaufen werden kann, so wird es zwei solcher Punkte 
veben. Beiden entspricht derselbe stets reelle im obigen Problem genannte Winkel ®. Nach Crelle 
haben sich wohl noch einige Mathematiker mit dem Gegenstande beschäftigt, ohne dass derselbe in- 
dessen allgemeine Aufmerksamkeit gefunden hätte. Dies ist erst seit 1875 der Fall, wo Brocard die 
betr. Untersuchungen von neuem ins Leben rief, sie ganz ausserordentlich förderte und ihr Gebiet sehı 
erheblich erweiterte. Seitdem hat sich denn auch das Interesse der Mathematiker jenen merkwürdigen 
(rebilden am Dreiecke, die aus obigem Problem entspringen, in sehr reger Weise zugewendet. Dei 
Winkel » sowie alle aus der Aufgabe entspringenden neuen Gebilde werden nach Brocard benannt. 
llerr Emmerich, der selbst schon wiederholt über den Gegenstand publieirte, hat mit äusserster Sorg- 
falt die gesammte Litteratur der Brocard’schen Gebilde durchforseht und, unter Hinzufügung einer be- 
trächtlichen Reihe eigener Arbeiten, in vorbildlich eleganter Weise ein harmonisches Ganze geschaffen, 
für das ihm der wohlverdiente Dank und Beifall der Mathematiker sicher ist. Ref. ist kein Freund 
jener Reneensionen, welche das Inhaltsverzeichniss des besprochenen Werkes ausschreiben. Das würde 
hei der Reichhaltigkeit des ausgezeichneten Emmerich’schen Werkes auch gar nicht möglich sein. Ich 
beenüge mich ausdrücklich hervorzuheben, dass ich mit anderen Fachgenossen, denen ich Gelegenheit 
gab, das Buch durchzugehen, voll und ganz die Bewunderung nachfühlen konnte, der Crelle einst Aus- 
druck gab mit den Worten: „Es ist in der That bewunderungswürdig, dass eine so einfache Figur, 
wie das Dreieck, so unerschöpflich an Eigenschaften ist“. Wenn uns das hier besonders prägnant 
entrerentritt, so ist es eben das Verdienst des Herrn Verfassers. 

Wennnundas Werk bei Fachleuten ungetheilten Beifall finden wird, so möchte 
ich namentlich den Lehrern an unseren höheren Schulen recht warm und eindringlich 
empfehlen, von ihm Kenntniss zu nehmen. Sie finden darin eine unerschöpfliche 
Fundgrube, aus der sieh ihnen stets neue interessante Anregung für die Schüler er- 
eben wird. Namentlich als Repertorium für Themata zu selbständigen grösseren 
Arbeiten der Primaner eignet sich das Werk in ganz hervorragendem Maasse. 
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